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Abstract. The metric dimension of a connected graph G is the cardinality of minimum
resolving set in graph G. In this research, we find the metric dimension of Ry (g;r)m
graph, where Ry (g;7)m graph is constructed by doing the subdivision operation on
Lobster graph Ly (g;7). We obtain that the metric dimension of R, (1;1)m graph for
n > 2 is 2, the metric dimension of Ry (g;1)m for n > 2, ¢ > 2 is n(q¢— 1) and the metric
dimension of Ry, (g;r)m graph for n > 2, ¢ > 1 and r > 2 is nq(r — 1).
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1. Pendahuluan

Dimensi metrik pertama kali dikenalkan oleh Harary dan Melter pada tahun 1966.
Untuk mendapatkan dimensi metrik bentuk tertentu ataupun kelas tertentu di-
lakukan analisis dari subkelas terlebih dahulu agar lebih mudah mencari dimensi
metrik dari graf secara umum.

Misalkan suatu graf terhubung G, misalkan u dan v adalah titik-titik dalam
graf terhubung G, panjang lintasan terpendek dari w ke v pada G dinotasikan
d(u,v). Jika S = {s1, 82, -+ , 8§} suatu himpunan terurut dari titik-titik dalam graf
terhubung G dan titik v di V(G) maka representasi dari titik v terhadap S adalah
r(v|S) = (d(v, s1),d(v, 82),- -+ ,d(v, sx)).

Jika r(v|S) untuk setiap titik v € V(G) berbeda, maka S disebut himpunan
pemisah dari G. Himpunan pemisah dengan kardinalitas minimum disebut him-
punan pemisah minimum (8). Kardinalitas dari himpunan pemisah minimum terse-
but dinamakan dimensi metrik dari G, yang dinotasikan dim(G) [1].

Graf Lobster L,(¢;r) adalah suatu pohon yang apabila dihapus semua titik
berderajat satu menghasilkan graf Caterpillar (graf Ulat) [2], sedangkan graf ulat
sendiri adalah suatu pohon yang apabila dihapus semua titik berderajat satu meng-
hasilkan graf lintasan. Subdivisi adalah suatu graf yang diperoleh dari G dengan
menyisipkan titik-titik berderajat dua ke dalam sisi-sisi dari G [3]. Pada tulisan
ini akan dibahas dimensi metrik pada subdivisi graf L, (¢;r) dengan n > 2 dengan
menyisipkan m titik di setiap sisinya yang dinotasikan dengan R,,(q;r)m.
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2. Kajian Pustaka
2.1. Graf R,(q;r)m

Graf R, (q;r)m dibentuk dengan subdivisi pada graf Lobster L, (¢;r) dengan me-
nyisipkan m titik di setiap sisi pada graf Lobster L,(q;r). Contohnya, diberikan
suatu graf R, (g;r)m berikut dengan n > 2, ¢ > 1 dan r > 2 yang ditunjukkan
pada Gambar 1.
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Gambar 1. Graf R, (g;m)m

Keterangan :

a; @ Titik tulang belakang

b;; : Titik tangan yang melekat disetiap titik tulang belakang

cijr: Titik jari yang melekat di setiap titik tangan

d;n, : Titik yang disisipkan antara titik tulang belakang

e;jn : Titik yang disisipkan antara titik tulang belakang dan titik tangan
fijrn: Titik yang disisipkan antara titik tangan dan titik jari

2.2. Dimenst Metrik

Misalkan G adalah suatu graf terhubung dan misalkan u dan v adalah titik-titik
di G,jarak u ke v dinotasikan d(u,v) adalah panjang lintasan terpendek dari pada
G. Jika S = {s1,82,-++, 8k} suatu himpunan terurut dari titik-titik dalam graf
terhubung G dan titik v € V(G) maka representasi dari titik v terhadap S adalah

r(v]|S) = (d(v,s1),d(v, s2),- - ,d(v, sk)).

Jika r(v]S) untuk setiap titik v € V(G) berbeda, maka S disebut himpunan
pemisah dari G. Himpunan pemisah dengan kardinalitas minimum disebut him-
punan pemisah minimum (). Kardinalitas dari himpunan pemisah minimum.
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Chartrand menunjukkan dimensi metrik untuk graf lintasan. Hal tersebut dipa-
parkan pada Teorema 2.1.

Teorema 2.1. [1] Diberikan graf terhubung G dan v; € V(G) dengan i =
1,2,---,n. Graf G berdimensi metrik satu jika dan hanya jika graf G merupakan
graf lintasan.

3. Pembahasan

Pada bagian ini akan ditunjukkan dimensi metrik dari subdivisi graf Lobster yang
dinotasikan R, (q;r)m.

3.1. Dimensi Metrik Graf R,(1;1)m untuk n > 2

Graf R, (1;1)m untuk n > 2, dibentuk dengan subdivisi pada graf Lobster L, (1;1)
untuk n > 2 dengan menyisipkan m titik pada setiap sisi pada graf Lobster L,,(1;1),
dapat dilihat pada Gambar 2.
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Gambar 2. Graf R,(1;1)m

Berikut diberikan Teorema 3.1 yang menunjukkan dimensi metrik graf R, (1;1)m
untuk n > 2.

Teorema 3.1. Misalkan terdapat graf R, (1;1)m yang berasal dari operasi subdivisi
pada graf Lobster L, (1; 1) untuk n > 2, dengan cara menyisipkan m titik pada setiap
sisi di graf Lobster L,(1;1). Maka dim(R,,(1;1)m) = 2, untuk n > 2.

Bukti. Tanpa mengurangi keumuman bukti, misalkan himpunan S = {a1,¢p11}
pada graf R, (1;1)m. Representasi setiap titik pada graf R, (1;1)m adalah

r(a;]S) =((i—=1)(m+1),(n—i+2)(m—1), untuk i =1,2,--- |n

r(b;1]1S) = (i(m+1),(n —i+3)(m —1)), untuk ¢ = 1,2,--- ;n—1
r(b;1]S) = (i(m+1),m+ 1), untuk i = n
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r(ci11|S) = (GE+1)(m+1),(n—i+4)(m—1), untuk i =1,2,--- ,n—1
r(¢i11]S) = ((i +1)(m 4+ 1),0), untuk i =n

Untuk representasi titik-titik subdivisi pada graf R, (1;1)m terhadap S pasti juga
akan menghasilkan representasi yang berbeda terhadap S. Karena Dari hasil di
atas, diperoleh setiap titik pada graf R, (1;1) memiliki representasi yang berbeda
terhadap S. Karena kardinalitas himpunan pemisah adalah 2, dengan demikian
diperoleh bahwa

dim(R,,(1;1)m) < 2 (3.1)

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa S C (. Dapat dilihat bahwa kardinalitas S
adalah dua, atau |S| = 2. Jika kardinalitas dari himpunan S dikurangi satu, |S]|
= 2 - 1, himpunan S bukanlah himpunan pemisah minimum. Karena jika |S| = 1,
maka berdasarkan Teorema 2.2.1 graf tersebut adalah graf lintasan. Jadi, mestilah
himpunan S dengan |S| < || = 2 adalah himpunan pemisah minimum (3). Dengan
demikian diperoleh bahwa

2 < dim(R,(1;1)m) (3.2)

Berdasarkan persamaan (3.1) dan (3.2) diperoleh dim(R,(1;1)m) = 2. |

3.2. Dimensi Metrik Graf R,,(g;1)m untuk n > 2 dan q > 2

Graf R, (q;1)m untuk n > 2, ¢ > 2 dibentuk dengan subdivisi pada graf Lobster
L, (q;1) dengan n > 2, ¢ > 2 dengan menyisipkan m titik pada setiap sisi pada graf
Lobster L, (¢; 1), dapat dilihat pada Gambar 3.
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Gambar 3. Graf R,(q;1)m

Selanjutnya diberikan teorema yang menunjukkan dimensi metrik pada graf
R,(g;1) untuk n > 2, g > 2.
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Teorema 3.2. Misalkan terdapat graf R,(q;1) untuk n > 2, ¢ > 2. Maka
dim(R,(¢; 1)m) = n(qg—1), untukn > 2, ¢ > 2

Bukti. Tanpa mengurangi keumuman bukti, misalkan himpunan

S = {0111,0121,"' » C1(g—1)1,C211,C2215 "~ , C2(g—1)15 """ s Cnll; Cn21, " " ° ,Cn(q71)}

pada graf R, (q;1)m. Akan dilihat jarak setiap titik pada graf R, (¢;1)m terhadap
himpunan S.
Terlebih dahulu, diberikan definisi representasi suatu titik v € V(R,,(¢; 1)).

r(v]S) = (d(v,c111),d(v, c121), -+, d(v, c1(g—1)1), d(v, c211), d(v, ca21), - -+, d(V, €2(9—1)1),
) d(’U7 Cn11)7 d(’U, Cn21)7 Tty d(”v Cn(qfl)l))~

Karena

(i) d(ai,ciitay) = (@ +2)(m+1), untuk i =1,2,--- ;n,y=1,2,--- ,¢—1,
(11) d(bij7c(i:tz)y1) = (ac—|—3)(m+ 1)7 untuk ¢ = 1727"' N, Yy = 1727"' yqd — ]-v j =
1,2,---,q dan d(bij, cij1) = (m + 1),
(iii) d(ciji,clitayyr) = (@ +4)(m+1), untuk i =1,2,--- ,n,y =1,2,--- ,q—1,j =
1,2,---,q, dan d(cgj1, ci51) = 0,

akibatnya, representasi suatu titik v € V(R,(¢; 1)m) terhadap himpunan S akan
menghasilkan representasi yang berbeda. Hal ini juga berlaku terhadap titik-titik
subdivisinya, karena juga memiliki jarak yang berbeda terhadap anggota himpunan
pemisah. Sehingga, diperoleh sedikitnya (¢ — 1) titik jari di setiap titik tulang be-
lakang merupakan himpunan pemisah. Karena terdapat n titik tulang belakang
maka banyak titik jari sebagai anggota himpunan pemisah pada graf R, (q;1)m
tersebut sedikitnya adalah n(q — 1). Akibatnya,

dim(R,(¢;1)m) < n(q¢—1) (3.3)

Selanjutnya, akan ditunjukkan S C S. Andaikan S bukan himpunan bagian dari

B. Misalkan 3 = {ci21, - » C1(qg—1)15C211, €221, *** 1, €C2(q—1)15>Cnll; Cn21," ** 7Cn(q—1)}~
Diperoleh bahwa terdapat titik yang memiliki representasi jarak yang sama, yaitu

r(c111]8) = r(c1q1lS)

Hal ini berarti 8 bukan merupakan himpunan pemisah minimum. Akibatnya terjadi
kontradiksi, oleh karena itu cy11 € 5. Jadi S C 3, karena S C 3 maka kardinalitas
himpunan S lebih kecil atau sama dengan kardinalitas himpunan 3. Akibatnya,

n(g — 1) < dim(Rx(g; 1)m) (3.4)
Berdasarkan (3.3) dan (3.4) diperoleh dim(R,(¢;1)m) =n(q—1). m|

3.3. Dimensi Metrik Graf R, (q;r)m untukn > 2, ¢ > 1 dan r > 2

Graf R, (¢;7)m dengan n > 2, ¢ > 1 dan r > 2 dibentuk dengan subdivisi pada
graf Lobster L,(q;r) dengan n > 2, ¢ > 1 dan r > 2 dengan menyisipkan m titik
pada setiap sisi pada graf Lobster L, (q;r), dapat dilihat pada Gambar 4.
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Gambar 4. Graf R, (g;m)m

Selanjutnya, diberikan teorema yang menunjukkan dimensi metrik pada graf
R, (g;r)m untuk n > 2,¢ > 1 dan r > 2.

Teorema 3.3. Misalkan terdapat graf R, (q;r)m untuk n > 2,¢ > 1 dan r > 2.
Maka dim(R,,(g;r)m) = ng(r — 1), untuk n > 2,¢ > 1 dan r > 2.

Bukti. Tanpa mengurangi keumuman bukti, misalkan himpunan

S = {Clll7 C112," 7011(7”71)’ ©0 5, Clq1,Cl1q2, " " 7clq(rfl)7 C211,C€212, "
Co1(r—1)y """ 1 C2¢1,C2¢2, """ , C2¢q(r—1)5 """ 1 Cn11,Cnl12; """ s Cnl(r—1)s """ s CnqlsCng2, " ,qu(r—l)}
pada graf R, (q;r). Akan dilihat jarak setiap titik pada graf R, (q;r) terhadap him-

punan S.
Terlebih dahulu, diberikan definisi representasi suatu titik v € V(R,(g;1)).

T(’Uls) = (d(’U, 6111)7 d(’l}, 6112)7 e ,d(U, cll(rfl))v e ,d(U, clql)a d(U, Clq2)7 e ,d(U, Clq(rfl))7
d(vv 0211), d(’U, 0212), s ,d(% 621(7’—1))7 T 7d(vv C2q1)7 d(% C2q2)7 te ,d(v, C2q(r—1))7 Ty
d(’U, Cnll)a d(/Ua Can)a e ,d(’U, Cnl(r—l))a e ,d(’U, qu1)7 d(U, qu2)7 ce ,d(’U, qu(r—l)))

Karena

(i) d(as,ciita)jz) = (@ +2)(m + 1), untuk ¢ = 1,2,--- n, j = 1,2,--- ¢, 2 =
1,2,--- ,r—1,

(ii) d(bij, C(ita)y=) = ( +3)(m + 1), untuk ¢ = 1,2,--- ,n, y = 1,2,--- ,q, j =
1,2, ,q¢,j#y,2=1,2,--- ;r—1,dan d(b Z],CUZ)Z(m-l- ),

(iii) d(cijkyc(iia:)yz) =(z+4)(m+1),i=1,2,--- ny=12---,q,5=1,2,--- ,q
d(cijk7cijk) = O7 dan d(Ci]’k, Cijz) = 2(m + 1),

)

Akibatnya, representasi suatu titik v € V(R,,(q;r7)m) terhadap himpunan S akan
menghasilkan representasi yang berbeda. Hal ini juga berlaku terhadap titik-titik
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subdivisinya, karena juga memiliki jarak yang berbeda terhadap anggota himpunan
pemisah. Dari hasil di atas diperoleh setiap titik pada graf R,(g;r)m memiliki
representasi yang berbeda terhadap S. Jadi sedikitnya gabungan (r - 1) titik jari di
setiap titik tangan merupakan himpunan pemisah. Karena terdapat q titik tangan
maka banyak titik jari sebagai anggota himpunan pemisah pada graf R, (q;r)m
tersebut sedikitnya adalah ng(r — 1). Sehingga,

dim(R, (g;r)m) < ng(r — 1). (3.5)
Selanjutnya, akan ditunjukkan S C . Andaikan S bukan himpunan bagian dari .
Misalkan titik tersebut titik jari ¢111 atau ¢i11 ¢ 8. Misalkan himpunan
B = {01117 C1125 " 5 C11(r—1)s """ 5 Clqls C1q2s " " * 5 C1g(r—1), €211, C212, " "+ s C21(r—1) """ »
C2q1,C2q2;" " , C2¢(r—1),Cn11,Cn12," " , Cnl(r—1), """ 1 Cnql;Cng2; """ 7qu(r71)}~
Diperoleh bahwa terdapat dua titik di R, (q;r)m memiliki representasi yang sama,

yaitu

7"(0111|ﬂ) = 7’(6117«\5)-

Hal ini berarti 8 bukan merupakan himpunan pemisah minimum. Akibatnya terjadi
kontradiksi, oleh karena itu cy1; € 5. Jadi S C (. karena S C 3 maka kardinalitas
himpunan S lebih kecil atau sama dengan kardinalitas himpunan . Akibatnya,

ng(r — 1) < dim(R,(q;r)m). (3.6)
Berdasarkan (3.5) dan (3.6) diperoleh dim(R,,(q;r)m) = ng(r — 1). |

4. Kesimpulan

Berdasarkan hasil yang telah didapatkan, maka dim(R,,(1;1)m) untuk n > 2 adalah
2. Selanjutnya, dim(R,(g; 1)m) untuk n > 2, ¢ > 2 adalah n(q — 1). Selanjutnya,
dim(R,,(¢;7)m) dengan n > 2, ¢ > 1 dan r > 2 adalah ng(r — 1).
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