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Abstract. Let C be a subset of a real Hilbert space H. Let T : H → H be a strictly
k-pseudononspreading mapping with a nonempty fixed point set. Let ω ∈ [k, 1) be fixed.

Let {Ti}Ni=1 be N ki-strictly pseudononspreading mappings. In this paper, we study the
relationship between of a fixed point set of a k -strictly pseudononspreading mapping and
other forms of certain combinations of some k-strictly pseudononspreading mappings in

Hilbert space.

Kata Kunci : k-strictly pseudononspreading mapping, Hilbert space.

1. Pendahuluan

Teori ruang Hilbert pertama kali diperkenalkan oleh David Hilbert pada tahun

1909. Kajian ini mengawali penelitian dalam bidang analisis fungsional di ruang

berdimensi tak hingga, yang kemudian lebih dikenal dengan sebutan ruang Hilbert.

Selanjutnya, John Von Naumann merumuskan sifat-sifat teori ruang Hilbert dan

mengembangkan teori baru dari operator-operator dalam ruang Hilbert.

Dalam [7], Osilike dan Isiogugu memperkenalkan suatu pemetaan baru yang

disebut dengan pemetaan k-pseudononspreading sejati. Misalkan T : C → H, C

adalah suatu himpunan bagian tak kosong, tertutup dan konveks dari ruang Hilbert

riil H. Pemetaan T dikatakan pemetaan k-pseudononspreading sejati jika terdapat

k ∈ [0, 1) sedemikian sehingga

‖Tx− Ty‖2 ≤ ‖x− y‖2 + k‖x− Tx− (y − Ty)‖2 + 2〈x− Tx, y − Ty〉,
∀x, y ∈ C. (1.1)

Sedangkan T dikatakan pemetaan k-pseudocontraction sejati jika terdapat k ∈ [0, 1)

sedemikian sehingga

‖Tx− Ty‖2 ≤ ‖x− y‖2 + k‖x− Tx− (y − Ty)‖2,∀x, y ∈ C (1.2)

Dalam makalah ini akan dikaji hubungan himpunan titik tetap dari suatu

pemetaan ki-pseudononspreading sejati {Ti}Ni=1 dengan bentuk-bentuk kombinasi

tertentu dari beberapa pemetaan k-pseudononspreading sejati di ruang Hilbert yang

berdasarkan pada dua fakta berikut, sebagaimana yang ditulis dalam [7]:

52

Jurnal Matematika UNAND
Vol. 2 No. 1 Hal. 52 – 60

ISSN : 2303–291X



Titik Tetap Pemetaan k-pseudononspreading di Ruang Hilbert 53

(1) Terdapat titik tetap dan hubungan titik tetap dari pemetaan ki-

pseudocontraction sejati {Ti}Ni=1 dengan bentuk-bentuk kombinasi tertentu dari

beberapa pemetaan tersebut di ruang Hilbert [1].

(2) Terdapat titik tetap pada pemetaan k-pseudononspreading sejati dan menun-

jukkan bahwa titik tetap ini merupakan solusi untuk suatu masalah optimasi

[2].

2. Kajian Titik Tetap Pemetaan k-pseudononspreading Sejati di

Ruang Hilbert

Sebelum mengkaji bukti dari hubungan himpunan titik tetap dari suatu pemetaan

ki-k-pseudononspreading sejati {Ti}Ni=1 dengan bentuk-bentuk kombinasi tertentu

dari beberapa pemetaan k-pseudononspreading sejati di ruang Hilbert, akan dibuk-

tikan beberapa lema berikut.

Lema 2.1. [3] Misalkan H adalah ruang Hilbert riil. Maka pernyataan berikut

berlaku:

(1) ‖tx+ (1− t)y‖2 = t‖x‖2 + (1− t)‖y‖2 − t(1− t)‖x− y‖2,∀x, y ∈ H,∀t ∈ [0, 1],

(2) ‖x− y‖2 ≤ ‖x‖2 + 2〈y, x+ y〉,∀x, y ∈ H.

Bukti.

(1) ‖tx+ (1− t)y‖2 = t‖x‖2 + (1− t)‖y‖2 − t(1− t)‖x− y‖2,∀x, y ∈ H,∀t ∈ [0, 1].

‖tx+ (1− t)y‖2 = 〈tx+ (1− t)y, tx+ (1− t)y〉
= 〈tx, tx〉+ 2〈tx, (1− t)y〉+ 〈(1− t)y, (1− t)y〉
= t2〈x, x〉+ 2〈tx, (y − ty)〉+ 〈y − ty, y − ty〉
= t2〈x, x〉+ 2(〈tx, y〉 − 〈tx, ty〉) + 〈y, y〉 − 2t〈y, y〉+ 〈ty, ty〉
= t2〈x, x〉+ 2t〈x, y〉 − 2t2〈x, y〉+ 〈y, y〉 − 2t〈y, y〉+ 〈ty, ty〉
= t〈x, x〉+ 〈y, y〉 − t〈y, y〉 − (t− t2)(〈x, x〉+ 2〈x, y〉+ 〈y, y〉).
= t〈x, x〉+ 〈y, y〉 − t〈y, y〉 − (t− t2)〈x− y, x− y〉
= t〈x, x〉+ (1− t)〈y, y〉 − t(1− t)〈x− y, x− y〉
= t‖x‖2 + (1− t)‖y‖2 − t(1− t)‖x− y‖2.

(2) ‖x− y‖2 ≤ ‖x‖2 + 2〈y, x+ y〉,∀x, y ∈ H.

‖x− y‖2 = 〈x− y, x− y〉 = 〈x, x〉 − 2〈x, y〉+ 〈y, y〉 ≤ 〈x, x〉+ 2〈x, y〉+ 2〈y, y〉,
= 〈x, x〉+ 2〈y, x+ y〉,
= ‖x‖2 + 2〈y, x+ y〉,

sehingga, ‖x− y‖2 ≤ ‖x‖2 + 2〈y, x+ y〉,∀x, y ∈ H.

Berikut adalah lema yang menjelaskan hubungan dari suatu pemetaaan k-

pseudononspreading dengan suatu bentuk pemetaan k-pseudononspreading yang

didefinisikan di ruang Hilbert.
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Lema 2.2. [3] Misalkan C merupakan himpunan bagian dari ruang Hilbert riil H,

dan misalkan T : H → H merupakan suatu pemetaan k-pseudononspreading sejati

dengan suatu himpunan titik tetap tak kosong. Misalkan ω ∈ [k, 1) ditetapkan dan

didefinisikan Tω : C → C dengan

Tωx = (1− ω)Tx+ ωx,∀x ∈ C. (2.1)

maka F (Tω) = F (T ).

Bukti. Misalkan Tωx = (1−ω)Tx+ωx, atau dapat ditulis x−Tωx = (1−ω)(x−Tx),

∀x ∈ C.

(i) Akan dibuktikan F (Tω) ⊂ F (T ). Misalkan x ∈ F (Tω) dengan x = Tωx. Dari

persamaan (2.1) diperoleh

Tωx = (1− ω)Tx+ ωx

x = (1− ω)Tx+ ωx

x = (1− ω)Tx+ ωx

x− ωx = (1− ω)Tx

(1− ω)x = (1− ω)Tx.

Karena (1− ω) 6= 0, maka x = Tx. Sehingga terbukti x ∈ F (T ).

(ii) Akan dibuktikan F (T ) ⊆ F (Tω). Misalkan x ∈ F (T ) dengan x = Tx. Dari

persamaan (2.1) diperoleh

Tωx = (1− ω)Tx+ ωx

Tωx = (1− ω)x+ ωx

Tωx = x− ωx+ ωx

Tωx = x.

Karena Tωx = x, maka terbukti x ∈ F (Tω).

Dari (i) dan (ii), dapat disimpulkan F (Tω) = F (T ).

Lema 2.1 dan Lema 2.2 digunakan dalam pembuktian Teorema 2.3, yang meru-

pakan bahasan utama dalam makalah ini. Teorema tersebut mengkaji hubungan

titik tetap dari N pemetaan k − pseudononspreading sejati di ruang Hilbert.

Teorema 2.3. Asumsikan C adalah himpunan bagian konveks tertutup dari ruang

Hilbert riil H.

(a) Diberikan suatu bilangan bulat N ≥ 1, asumsikan Ti : H → H adalah

suatu pemetaan ki − pseudononspreading sejati, untuk suatu ki ∈ [0, 1),

(i = 1, 2, . . . , N). Misalkan {λi}Ni=1 adalah suatu barisan positif sedemikian

sehingga
∑N

i=1 λi = 1. Jika {Ti}Ni=1 memiliki suatu titik tetap bersama dan⋂N
i=1 F (Ti) 6= ∅, maka

F (

N∑
i=1

λiTi) =

N⋂
i=1

F (Ti). (2.2)
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(b) Asumsikan Ti : H → H adalah suatu pemetaan ki−pseudononspreading sejati

untuk suatu ki ∈ [0, 1), (i = 1, 2, ...,N). Misalkan Tωi = (1 − ωi)I + ωiTi, 1 ≤
i ≤ N. Jika F (Ti) 6= ∅ maka

F (Tω1Tω2...TωN ) =

N⋂
i=1

F (Tωi). (2.3)

Bukti. Pembuktian dilakukan dengan menggunakan Induksi Matematika [3].

(a) Akan dibuktikan bahwa F (
∑N

i=1 λiTi) =
⋂N

i=1 F (Ti).

(a1) Akan dibuktikan benar untuk n = 2, yakni
⋂2

i=1 F (Ti) = F (
∑2

i=1 λiTi).

Pertama-tama, akan dibuktikan bahwa
⋂2

i=1 F (Ti) ⊆ F (
∑2

i=1 λiTi), den-

gan 0 < λ < 1. Misalkan x ∈
⋂2

i=1 F (Ti) = (F (T1) ∩ F (T2)), ini berarti

x ∈ F (T1) dan x ∈ F (T2). Karena x ∈ F (T1) maka x = T1x dan x ∈ F (T2)

maka x = T2x. Dengan perkataan lain x = T1x = T2x. Perhatikan hubung-

an berikut:

x = x− λT1x+ λT1x,

= x− λT1x+ λT2x,

= T1x− λT1x+ λT2x,

= (1− λ)T1x+ λT2x.

Sehingga jelas bahwa x ∈ F (
∑2

i=1 λiTi).

Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa F (
∑2

i=1 λiTi) ⊆ F (T1)∩F (T2). Mis-

alkan x ∈ F (
∑2

i=1 λiTi), tetapkan V1 = I − T1 dan V2 = I − T2, dengan

0 < λ < 1. Ambil sebarang z ∈ F (T1) ∩ F (T2). Perhatikan bahwa

‖z − x‖2 = ‖(1− λ)(z − T1x) + λ(z − T2x)‖2

= (1− λ)‖z − T1x‖2 + λ‖z − T2x‖2 − λ(1− λ)‖T1x− T2x‖2

≤ (1− λ)(‖z − x‖2 + k‖x− T1x‖2) + λ(‖z − x‖2 +

k‖x− T2x‖2)− λ(1− λ)‖T1x− T2x‖2

= (1− λ)(‖z − x‖2 + k‖x− T1x‖2) + λ(‖z − x‖2 +

k‖x− T2x‖2)− λ(1− λ)‖(x− T1x)− (x− T2x)‖2

= (1− λ)(‖z − x‖2 + k‖x(I − T1)‖2) + λ(‖z − x‖2 +

k‖x(I − T2)‖2)− λ(1− λ)‖x(I − T1)− x(I − T2)‖2

= (1− λ)(‖z − x‖2 + k‖V1x‖2) + λ(‖z − x‖2 + k‖V2x‖2)−
λ(1− λ)‖V1x− V2x)‖2

= ‖z − x‖2 + k‖V1x‖2 − λ‖z − x‖2 − λk‖V1x‖2 + λ‖z − x‖2 +

λk‖V2x‖2 − λ(1− λ)‖V1x− V2x)‖2

= ‖z − x‖2 + k‖V1x‖2 − λk‖V1x‖2 + λk‖V2x‖2 − λ(1− λ)‖V1x− V2x)‖2

= ‖z − x‖2 + k[(1− λ)‖V1x‖2 + λ‖V2x‖2]− λ(1− λ)‖V1x− V2x‖2,

mengakibatkan

λ(1− λ)‖V1x− V2x‖2 ≤ k[(1− λ)‖V1x‖2 + λ‖V2x‖2]. (2.4)
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Persamaan (2.4) akan berlaku untuk suatu k ∈ [0, 1) jika (1 − λ)V1x −
λV2x = 0, dengan menggunakan Lema 2.1(1) diperoleh

(1− λ)‖V1x‖2 + λ‖V2x‖2 = λ(1− λ)‖V1x− V2x‖2. (2.5)

Persamaan (2.4) dan persamaan (2.5) mengakibatkan:

(1− k)λ(1− λ)‖V1x− V2x‖2 ≤ 0 (2.6)

karena 0 < λ < 1 dan k < 1, dari persamaan (2.6) diperoleh ‖V1x−V2x‖ =

0, yang mengakibatkan T1x = T2x. Karena (1 − λ)T1x + λT2x = x maka

T1x = T2x = x. Ini berarti x ∈ F (T1) ∩ F (T2).

(a2) Asumsikan pernyataan benar untuk n = N − 1, sehingga

N−1⋂
i=1

F (Ti) = F (

N−1∑
i=1

λiTi),

yang berarti bahwa

N−1⋂
i=1

F (Ti) ⊆ F (

N−1∑
i=1

λiTi) dan F (

N−1∑
i=1

λiTi) ⊆
N−1⋂
i=1

F (Ti).

(a3) Akan ditunjukkan pernyataan benar untuk n = N .

Akan dibuktikan bahwa
⋂N

i=1 F (Ti) ⊆ F (
∑N

i=1 λiTi), dengan 0 < λ <

1. Misal-kan x ∈
⋂N

i=1 F (Ti) =
⋂N

i=1 F (Ti), ini berarti x ∈ F (T1), x ∈
F (T2), . . . , x ∈ F (TN ). Hal ini mengakibatkan

x ∈ F (T1)⇒ x = T1x,

x ∈ F (T2)⇒ x = T2x,

...

x ∈ F (TN )⇒ x = TNx.

Dengan perkataan lain, x = T1x = T2x = . . . TNx. Perhatikan hubungan

berikut:

x = x− (λ1T1x+ λ2T2x+ . . .+ λNTN−1x) + (λ1T1x+ λ2T2x+ . . .+ λN−1TN−1x)

= TNx− λ1T1x− λ2T2x− . . .− λN−1TN−1x+ (λ1T1x+ λ2T2x+ . . .+ λN−1TN−1x)

= [1− (λ1 + λ2 + λ3 + . . .+ λN−1)]x+ (λ1 + λ2 + λ3 + . . .+ λN−1)TNx,

= (λ1T1 + λ2T2 + λ2T2 + . . .+ λNTN )x.

Sehingga terbukti bahwa x ∈ F (
∑N

i=1 λiTi).

Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa F (
∑N

i=1 λiTi) ⊆
⋂N

i=1 F (Ti). Mis-

alkan x ∈ F (
∑N

i=1 λiTi), atau dengan perkataan lain

x = (λ1T1+λ2T2+. . .+λNTN )x = (λ1T1+λ2T2+. . .+λN−1TN−1)x+λNTN .

Tetapkan V0 = I − T1 dan VN = I − T2. Ambil sebarang z ∈
⋂N

i=1 F (Ti).

Dari (a2) diperoleh x = (λ1T1 + λ2T2 + . . .+ λNTN )x. Misalkan

T0 = (λ1T1 + λ2T2 + . . .+ λN−1TN−1) = (

N−1∑
i=1

Ti)x.
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Maka,

‖z − x‖2 = ‖(1− λ)(z −
N−1∑
i=1

Tix) + λ(z − TNx)‖2

= (1− λ)‖z − T0x‖2 + λ‖z − TNx‖2 −
λ(1− λ)‖T0x− TNx‖2

≤ (1− λ)(‖z − x‖2 + k‖x− T0x‖2) + λ(‖z − x‖2 +

k‖x− TNx‖2)− λ(1− λ)‖T0x− TNx‖2

= (1− λ)(‖z − x‖2 + k‖x− T0x‖2) + λ(‖z − x‖2 +

k‖x− T2x‖N )− λ(1− λ)‖(x− T0x)− (x− TNx)‖2

= (1− λ)(‖z − x‖2 + k‖x(I − T0)‖2) + λ(‖z − x‖2 +

k‖x(I − TN )‖2)− λ(1− λ)‖x(I − T0)− x(I − TN )‖2

= (1− λ)(‖z − x‖2 + k‖V0x‖2) + λ(‖z − x‖2 + k‖VNx‖2)−
λ(1− λ)‖V1x− V2x)‖2

= ‖z − x‖2 + k‖V0x‖2 − λ‖z − x‖2 − λk‖VNx‖2 +

λ‖z − x‖2 + λk‖VNx‖2 − λ(1− λ)‖V0x− VNx)‖2

= ‖z − x‖2 + k‖V0x‖2 − λk‖VNx‖2 + λk‖VNx‖2 −
λ(1− λ)‖V0x− VNx)‖2

= ‖z − x‖2 + k[(1− λ)‖V0x‖2 + λ‖VNx‖2]−
λ(1− λ)‖V0x− VNx‖2, (2.7)

mengakibatkan

λ(1− λ)‖V0x− VNx‖2 ≤ k[(1− λ)‖V0x‖2 + λ‖VNx‖2]. (2.8)

Dari persamaan (2.8) diperoleh (1− λ)V0x− λVNx = 0, dengan menggu-

nakan Lema 2.1(1) diperoleh

(1− λ)‖V0x‖2 + λ‖VNx‖2 = λ(1− λ)‖V0x− VNx‖2. (2.9)

Persamaan (2.8) dan persamaan (2.9) mengakibatkan

(1− k)λ(1− λ)‖V0x− VNx‖2 ≤ 0, (2.10)

karena 0 < λ < 1 dan k < 1, dari persamaan 2.10 diperoleh ‖V0x−VNx‖ =

0, yang mengakibatkan T0x = TNx. Karena (1− λ)T0x+ λTNx = x maka

T0x = (
∑N−1

i=1 Ti)x = TNx = x. Ini berarti x ∈ F (T1)∩F (T2)∩ . . . F (TN ).

(b) Akan dibuktikan F (Tω1
Tω2

. . . TωN
) =

⋂N
i=1 F (Tωi

).

(b1) Akan dibuktikan benar untuk n = 2, yakni F (Tω1Tω2) =
⋂2

i=1 F (Tωi
),

dengan Tω1
= (1−ω1)I+ω1T1 dan Tω2

= (1−ω2)I+ω2T2, 0 < ki < ωi <

1/2, i = 1, 2.

(i) Akan dibuktikan bahwa
⋂2

i=1 F (Tωi
) ⊆ F (Tω1

Tω2
). Ambil q ∈ F (Tω1

)∩
F (Tω2), ini berarti

q ∈ F (Tω1
)⇒ q = Tω1

q, dan

q ∈ F (Tω2
)⇒ q = Tω2

q.
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Dengan perkataan lain, q = Tω1q = Tω2q, dapat juga ditulis q = Tω1Tω2q =

Tω1
(Tω2

q), sehingga dapat disimpulkan q ∈ F (Tω1
Tω2

).

(ii) Selanjutnya, akan dibuktikan F (Tω1Tω2) ⊆ F (Tω1) ∩ F (Tω2). Ambil

q ∈ F (Tω1
Tω1

) dengan q = Tω1
Tω2

q, sedemikian sehingga

Tω2q = q ⇒ Tω1q = q. (2.11)

Oleh karena itu, cukup dengan menunjukkan Tω2q = q, maka akan meng-

akibatkan q = Tω1
q atau q ∈ F (Tω1

), sehingga q ∈ F (Tω1
) ∩ F (Tω2

).

Dari Lema 2.2, diketahui bahwa F (Tω1) ∩ F (Tω2) = F (T1) ∩ F (T2) 6= ∅.
Misalkan p ∈ F (Tω1

) ∩ F (Tω2
), maka

‖p− q‖2 = ‖p− Tω1Tω2q‖2

= ‖p− [(1− ω1)(Tω2q) + ω1T1Tω2 ]‖2

= ‖(1− ω1)(p− Tω2
q) + ω1(p− T1Tω2

q)‖2

= (1− ω1)‖p− Tω2
q‖2 + ω1‖p− T1Tω2

q‖2 − ω1(1− ω1)‖Tω2
q − T1Tω2

q‖2

≤ (1− ω1)‖p− Tω2q‖2 − ω1(1− ω1)‖Tω2q − T1Tω2q‖2 +

ω1[‖p− Tω2q‖2 + k1‖Tω2q − T1Tω2q‖2 + 2〈p− T1Tω2p, Tω2q − T1Tω2q〉]
= (1− ω1)‖p− Tω2

q‖2 − ω1(1− ω1)‖Tω2
q − T1Tω2

q‖2 + ω1[‖p− Tω2
q‖2 +

k1‖Tω2
q − T1Tω2

q‖2],

≤ ‖p− Tω2
q‖2 − ω1(1− ω1 − k1)‖Tω2

q − T1Tω2
q‖2

≤ ‖p− q‖2 − ω1(1− ω1 − k1)‖Tω2q − T1Tω2q‖2. (2.12)

Karena 0 < k1 < ω1 < 1/2, maka diperoleh

‖Tω2
q − T1Tω2

q‖2 ≤ 0. (2.13)

Berdasarkan definisi norm (nilai norm adalah nonnegatif), maka ‖Tω2q −
T1Tω2

q‖ = 0, yang berarti Tω2
q = T1Tω2

q, ini berarti

Tω2
q ∈ F (T1) = F (Tω1

), (2.14)

dengan kata lain Tω2q = Tω1Tω2q = q Sehingga q ∈ F (Tω2). Dapat disim-

pulkan bahwa q ∈ F (Tω2
), ini berarti q ∈ F (Tω1

) ∩ F (Tω2
).

Dari (i) dan (ii), dapat disimpulkan bahwa F (Tω1
Tω2

) ⊂ F (Tω1
)∩F (Tω2

).

(b2) Asumsikan benar untuk n = N − 1, yang berarti

F (Tω1Tω2 . . . TωN
) ⊆

N⋂
i=1

F (Tωi) dan

N⋂
i=1

F (Tωi) ⊆ F (Tω1Tω2 . . . TωN
).

(b3) Akan ditunjukkan benar untuk n = N , yakni

F (Tω1Tω2 . . . TωN
) =

N⋂
i=1

F (Tωi).

(i) Akan dibuktikan bahwa
⋂N

i=1 F (Tωi
) ⊆ F (Tω1

Tω2
. . . TωN

). Misalkan

q ∈
⋂N

i=1 F (Tωi
), ini berarti

q ∈ F (Tω1
)⇒ q = Tω1

q,

q ∈ F (Tω2)⇒ q = Tω2q.
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Dengan perkataan lain, q = Tω1q = Tω2q = . . . = TωN
q, dapat juga ditulis

q = Tω1
q = Tω1

(Tω2
q) = . . . = Tω1

(Tω2
. . . TωN−1

)TωN
q, sehingga dapat

disimpulkan q ∈ F (Tω1Tω2 . . . TωN
).

(ii) Akan dibuktikan F (Tω1
Tω2

. . . TωN
) ⊆

⋂N
i=1 F (Tωi

). Ambil q ∈
F (Tω1Tω2 . . . TωN

), maka q = Tω1Tω2 . . . TωN−1
TωN

q, sedemikian sehingga

TωN
q = q ⇒ Tω1

Tω2
. . . TωN−1

q = q. (2.15)

Oleh karena itu, cukup dengan menunjukkan TωN
q = q, hal ini akan

mengakibatkan q ∈
⋂N

i=1 F (Tωi). Dari Lema 2.2, diketahui bahwa⋂N
i=1 F (Tωi

) =
⋂N

i=1 F (Ti) 6= ∅. Misalkan p ∈
⋂N

i=1 F (Tωi
). Misalkan

Tω0 = Tω1Tω2 . . . TωN−1
maka

‖p− q‖2 = ‖p− Tω0
TωN

q‖2

= ‖p− [(1− ω0)(TωN
q) + ω0T0TωN

q]‖2

= ‖(1− ω0)(p− TωN
q) + ω0(p− T0TωN

q)‖2

= (1− ω0)‖p− TωN
q‖2 + ω0‖p− T0TωN

q‖2 − ω0(1− ω0)‖TωN
q − T0TωN

q‖2

≤ (1− ω0)‖p− TωN
q‖2 − ω1(1− ω0)‖TωN

q − T0TωN
q‖2 +

ω1[‖p− TωN
q‖2 + k1‖Tω2

q − T0TωN
q‖2 + 2〈p− T0TωN

p, TωN
q − T0TωN

q〉]
= (1− ω0)‖p− Tω0

q‖2 − ω0(1− ω0)‖TωN
q − T0TωN

q‖2 +

ω0[‖p− TωN
q‖2 + k0‖TωN

q − T0Tω2q‖2],

≤ ‖p− TωN
q‖2 − ω0(1− ω0 − k0)‖TωN

q − T0TωN
q‖2

≤ ‖p− q‖2 − ω0(1− ω0 − k0)‖TωN
q − T0TωN

q‖2. (2.16)

Karena 0 < k0 < ω0 < 1/2, maka diperoleh

‖Tω0q − T1TωN
q‖2 ≤ 0. (2.17)

Berdasarkan definisi norm, maka ‖Tω2
q − T1Tω2

q‖ = 0, yang berarti

TωN
q = T0TωN

q, ini berarti

TωN
q ∈ F (T0) = F (Tω0). (2.18)

Dengan kata lain, TωN
q = Tω0

TωN
q = q. Dari (3.0.19) diperoleh q ∈

F (Tω0). Ini berarti q ∈ F (Tω0) ∩ F (TωN
). Dari (i) dan (ii), dapat di-

simpulkan bahwa F (Tω1
Tω2

. . . TωN
) =

⋂N
i=1 F (Tωi

).
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