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Abstract. Let C be a subset of a real Hilbert space H. Let T : H — H be a strictly
k-pseudononspreading mapping with a nonempty fixed point set. Let w € [k, 1) be fixed.
Let {T;}X_, be N k;-strictly pseudononspreading mappings. In this paper, we study the
relationship between of a fixed point set of a k-strictly pseudononspreading mapping and
other forms of certain combinations of some k-strictly pseudononspreading mappings in
Hilbert space.

Kata Kunci: k-strictly pseudononspreading mapping, Hilbert space.

1. Pendahuluan

Teori ruang Hilbert pertama kali diperkenalkan oleh David Hilbert pada tahun
1909. Kajian ini mengawali penelitian dalam bidang analisis fungsional di ruang
berdimensi tak hingga, yang kemudian lebih dikenal dengan sebutan ruang Hilbert.
Selanjutnya, John Von Naumann merumuskan sifat-sifat teori ruang Hilbert dan
mengembangkan teori baru dari operator-operator dalam ruang Hilbert.

Dalam [7], Osilike dan Isiogugu memperkenalkan suatu pemetaan baru yang
disebut dengan pemetaan k-pseudononspreading sejati. Misalkan T : C' — H, C
adalah suatu himpunan bagian tak kosong, tertutup dan konveks dari ruang Hilbert
riill H. Pemetaan T dikatakan pemetaan k-pseudononspreading sejati jika terdapat
k € ]0,1) sedemikian sehingga

Tz = Ty|* < |z —yl|* + klla = Tz — (y = Ty)||* + 2(zx — Tz,y — Ty),
Vz,y € C. (1.1)

Sedangkan T dikatakan pemetaan k-pseudocontraction sejati jika terdapat k € [0,1)
sedemikian sehingga

T2 = Tyl* < llz = ylI* + kllz — Tz — (y = Ty) ||, Yo,y € C (1.2)

Dalam makalah ini akan dikaji hubungan himpunan titik tetap dari suatu
pemetaan k;-pseudononspreading sejati {Tl}fvz , dengan bentuk-bentuk kombinasi
tertentu dari beberapa pemetaan k-pseudononspreading sejati di ruang Hilbert yang
berdasarkan pada dua fakta berikut, sebagaimana yang ditulis dalam [7]:
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(1) Terdapat titik tetap dan hubungan titik tetap dari pemetaan k;-
pseudocontraction sejati { Tl}iv: , dengan bentuk-bentuk kombinasi tertentu dari
beberapa pemetaan tersebut di ruang Hilbert [1].

(2) Terdapat titik tetap pada pemetaan k-pseudononspreading sejati dan menun-
jukkan bahwa titik tetap ini merupakan solusi untuk suatu masalah optimasi

2].

2. Kajian Titik Tetap Pemetaan k-pseudononspreading Sejati di
Ruang Hilbert

Sebelum mengkaji bukti dari hubungan himpunan titik tetap dari suatu pemetaan
ki-k-pseudononspreading sejati {Ti}ﬁv: , dengan bentuk-bentuk kombinasi tertentu
dari beberapa pemetaan k-pseudononspreading sejati di ruang Hilbert, akan dibuk-
tikan beberapa lema berikut.

Lema 2.1. [8 Misalkan H adalah ruang Hilbert riil. Maka pernyataan berikut
berlaku:

(1) llte+ (1= tyll* = tlz]* + @ = )]lyll* - t(1 = )|z — y||*, Yo,y € H,Vt € [0,1],
(2) == yl* < |zl + 2y, 2 + ), Yo,y € H.

Bukti.

1) itz + (1= )yll* =tz + @ = )lly[|* =t = B[]z — y||*, Yo,y € H,Vt € [0,1].

[tz + (1 = t)y[|* = (tw + (1 = )y, ta + (1 — t)y)

= (tz,tz) + 2(tz, (1 — )y) + (1 — )y, (1 = t)y)
= %z, x) + 2(tx, (y — ty)) + (y — ty, y — ty)
= t*(z,x) + 2((te,y) — (tz,ty) + (v, y) — 2t(y,y) + (ty, ty)
= t*(x, x) + 2t(x y> —2t% (2, y) + (y,9) — 2t{y, y) + (ty, ty)
= t(z, x) + (y, ) — t{y,y) — (t — ) (2, 2) + 2(z, 9) + (,)).
= t(z,z) + (y,y) —tly,y) — (t =) (x —y,x —y)

)+ (1

= t(z,z —t)y,y) —t(l —t){z —y,z —y)
=tl|z|® + (L= t)[|yll> — t(1 — t) ]|z — yl|*.
2) llz—yl* <llzl* +2(y, 2 +y),Vz,y € H.
e —yl? = (x —y.z —y) = (z,2) — 2z, y) + (y,y) < (z,2) +2(z,y) + 2(y, ),
= (z,7) +2(y, 7 +y),
= |lz|* + 2(y, z +y),

sehingga, ||z — y[|* < [|2|* + 2(y, = +y), Yo,y € H. O
Berikut adalah lema yang menjelaskan hubungan dari suatu pemetaaan k-

pseudononspreading dengan suatu bentuk pemetaan k-pseudononspreading yang
didefinisikan di ruang Hilbert.
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Lema 2.2. [5] Misalkan C merupakan himpunan bagian dari ruang Hilbert riil H,
dan misalkan T : H — H merupakan suatu pemetaan k-pseudononspreading sejati
dengan suatu himpunan titik tetap tak kosong. Misalkan w € [k, 1) ditetapkan dan
didefinisikan T, : C — C dengan

T,z =(1—w)Tx 4+ wz,Vz € C. (2.1)
maka F(T,) = F(T).

Bukti. Misalkan T,z = (1—w)Tx+wz, atau dapat ditulis t—T, 2 = (1-w)(z—Tx),
Vo e C.

(i) Akan dibuktikan F(T,,) C F(T). Misalkan z € F(T,,) dengan = = T,,x. Dari
persamaan (2.1) diperoleh

wr = (1 —w)Tx +wz
z=(1-wTz+wz
r=(1-w)Tr+wz
wr=(1—-w)Tz
(l—w)x: (1—-w)Tx.

Karena (1 — w) # 0, maka x = Tx. Sehingga terbukti € F(T).
(ii) Akan dibuktikan F(T) C F(T,). Misalkan « € F(T') dengan x = Tx. Dari
persamaan (2.1) diperoleh
Tox=(1—w)Tzr+ wx
Tor=(1—w)z+wzx
T,r =1 —wr+ wx
Tox = .

Karena T,z = z, maka terbukti x € F(T,).

Dari (i) dan (ii), dapat disimpulkan F(T,,) = F(T). |

Lema 2.1 dan Lema 2.2 digunakan dalam pembuktian Teorema 2.3, yang meru-
pakan bahasan utama dalam makalah ini. Teorema tersebut mengkaji hubungan
titik tetap dari N pemetaan k — pseudononspreading sejati di ruang Hilbert.

Teorema 2.3. Asumsikan C adalah himpunan bagian konveks tertutup dari ruang
Hilbert risl H.

(a) Diberikan suatu bilangan bulat N > 1, asumsikan T; : H — H adalah
suatuy pemetaan k; — pseudononspreading sejati, untuk suatu k; € [0,1),
(i = 1,2,...,N). Misalkan {\;}}, adalah suatu barisan positif sedemikian
sehingga Zil N = 1. Jika {T;}Y., memiliki suatu titik tetap bersama dan

N, F(T;) # 0, maka

N
F(_NT) = [ F(Ty). (2:2)
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(b) Asumsikan T; : H — H adalah suatu pemetaan k; — pseudononspreading sejati
untuk suatu k; € [0,1), (1 = 1,2,...,N). Misalkan T, = (1 —w;)] +w;T;,1 <
i < N. Jika F(T;) # 0 maka

N

F(Tin Tz Tun) = () F(Tui). (2.3)
i=1

Bukti. Pembuktian dilakukan dengan menggunakan Induksi Matematika [3].

(a) Akan dibuktikan bahwa F(3 N \T;) = N2, F(T)).

(al) Akan dibuktikan benar untuk n = 2, yakni ﬂ?:1 F(T;) = F(Zf:1 ANT).
Pertama-tama, akan dibuktikan bahwa ﬂ?:l F(T;) C F(Z?Zl A T;), den-
gan 0 < A < 1. Misalkan = € ﬂ?:l F(T;) = (F(Tv) N F(Ty)), ini berarti
x € F(T1) dan z € F(1T»). Karena z € F(T1) maka z = Tyx dan z € F(T5)
maka x = Thx. Dengan perkataan lain x = Tyx = Thx. Perhatikan hubung-
an berikut:

=2 —\Nz+ Nz,
=z — N1z + Nz,
=Tz — X1z + Nz,
= (1-=XNTz+ \Thz.
Sehingga jelas bahwa z € F(Z?Zl AT5).
Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa F(Y.7_ \,T;) C F(Ty) N F(Ty). Mis-
alkan z € F(Z?Zl AT;), tetapkan Vi = I — Ty dan Vo = I — Ty, dengan
0 < A < 1. Ambil sebarang z € F(T1) N F(T»). Perhatikan bahwa
lz = 2| = |1 = \)(2 = T12) + Az — Taa)|
= (1 =Nz — Twa|® + Al|z — Tez||> = M1 = \)| Thz — Toz|?
< (A =N(lz = 2l® + Ellz = Tyz]?) + Az — 2l* +
kllz — Tox||?) — M1 — N)||Tha — Tox|?
= 1= N(llz = 2| + klla - Tizl*) + A(llz — ] +
ko — Tox||*) = M1 = V)| (@ — T1z) — (& — Tpa)|
= 1= N (llz =] + klla(I = T)I*) + Az — z]* +
kla(I = T)lI*) = M1 = Nllz(I = T1) — a(I = T)||?
= (1= N(llz = 2> + kIVaz|®) + A(llz = 2]* + k]| Voo ||*) —
AL = N)[[Viz = Vo) ||*
= |z — 2|* + k[Viz|® = Allz — 2> = M| Vaz | + Allz — =] +
Me[[Vaz|[* = A1 = N)|[Viz — Vo) ||?
= llz = a|* + k[Vaz|® = Ak[[Viz|* + Mk[[Vaz | — A1 = M) [Viz — Vo) ||
= llz = a|* + K[(1 = M[[Vaz|* + A Vaz[*] = A1 = V) |[Viz = Vaz |,
mengakibatkan

AL =N)[Viz = Vaz|* < K[(1 = N)[[Vaz|* + A Vaa|P]. - (24)
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Persamaan (2.4) akan berlaku untuk suatu k € [0,1) jika (1 — \)Viz —
AVex = 0, dengan menggunakan Lema 2.1(1) diperoleh

(1= NVazl® + A Vaz[* = A1 = N)[[Viz — Vaz . (2.5)
Persamaan (2.4) dan persamaan (2.5) mengakibatkan:
(1= kA1 = N)|Viz — Vaz|? <0 (2.6)

karena 0 < A < 1dan k < 1, dari persamaan (2.6) diperoleh ||Viz—Vaz| =
0, yang mengakibatkan Tyx = Tox. Karena (1 — \)T1x + AThax = = maka
Tyx = Thx = . Ini berarti z € F(T1) N F(Tz).

(a2) Asumsikan pernyataan benar untuk n = N — 1, sehingga

N—-1 N—-1
,ﬂ F(T;) = F(Z XiTy),

yang berarti bahwa
N—1 N—-1 N—1

N—-1
() F(T) CF() AT dan (Y NT) € () F(TY).
i=1

i=1 i=1 i=1
(a3) Akan ditunjukkan pernyataan benar untuk n = N.
Akan dibuktikan bahwa N, F(T;) € F(X.N, MT;), dengan 0 < A <
1. Misal-kan = € (X, F(T;) = N, F(T;), ini berarti = € F(T}),z €
F(Ty),...,x € F(Ty). Hal ini mengakibatkan
x € F(Th) = x="Tx,
x € F(Ts) = z = The,

x€ F(Ty) =z ="Tyx.
Dengan perkataan lain, x = Tyx = Tox = ... Tyx. Perhatikan hubungan
berikut:
z=x— Mhax+XTr+...+ AnTyo1z) + (MThze + T+ ...+ Av_1TN-17)
=Tye —MTiz — Tox — ... — Anv_1Tv_1z+ (MThe + Tex + ...+ Av_1TN-17)
=[l-=(M+X++. . FAv )z + M+ X+ A3+ ...+ Av_1) T,
= MT + T+ T+ ...+ AnTN)z.

Sehingga terbukti bahwa z € F(Zivzl AT5).
Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa F(3 N, \Ti) € N, F(T;). Mis-

alkan x € F(Zi\; AiT;), atau dengan perkataan lain
xr = (/\1T1+/\2T2+. . .+/\NTN)1‘ = (>\1T1+>\2T2+. . .+AN_1TN_1)m+ANTN.
Tetapkan Vy = I — Ty dan Vy = I — T5. Ambil sebarang z € ﬂf\il F(T;).
Dari (a2) diperoleh = (MT1 + AoTo + ... + AnvTn)x. Misalkan

N-1

Ty = (MTy+ XTo+ ...+ AvaTyo1) = (D Ti).
i=1
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Maka,
N-1
Iz = 2| = [|(1 = \)(z = Y Tiz) + A(z = Twa)|

i=1
= (1 =Nz — Toz||* + Al|z — Tz -
M1 = N)||Tox — Tnz||?
< (1 =N(lz =l + klla — Toz|*) + Az — 2| +
El|z — Tnz|?) — A1 = N)||Tox — Tnz|?
= (1= XN)(lz = =[* + kllz = Tox||*) + A(l|z — =[* +
kllz — Tox|N) = A1 = N)|[(z — Tox) — (¢ — Ty )|
= (1 =N (lz = =l + klla(I = To)II*) + Az — 2| +
kllz (I = Tw)[|*) = A1 = Nla(I = To) — a(I = Tn)||?
= (1 =Nz = 2| + kl[Voz||*) + A(llz — z]|* + k[ Vvz]|*) -
A1 = N)[Viz — Vox)||?
= ||z = 2|* + klIVox|* = Mz — 2[|* = Xk[|[Vna|* +
Az =zl + M|V |? = A(1 = V)[[Voz — Vva)||?
= ||z = 2|* + kl[Vox||* = Ak[[VNz||® + Mk|[Vz|? —
AL = N)|Vox — Vya)||?
= Iz — 2[|* + K[(1 = M)[[Vox||* + X[V z]|*] —

A1 = N)||[Voz — Vnzl|?, (2.7)
mengakibatkan
ML= N)[[Voz = Viva|* < k[(1 = N)[[Voz||* + X[ Vive ). (2.8)

Dari persamaan (2.8) diperoleh (1 — \)Vyz — AVya = 0, dengan menggu-
nakan Lema 2.1(1) diperoleh
(1= N[Voz[* + A[Va|? = M1 = N)|[Vox — Vva|*. (2.9)
Persamaan (2.8) dan persamaan (2.9) mengakibatkan
(1 — kA1 = \)||Voz — Vyz|? <0, (2.10)

karena 0 < A < 1dan k < 1, dari persamaan 2.10 diperoleh ||Voz—Vyz| =
0, yang mengakibatkan Tox = Tyx. Karena (1 — \)Tox + ATyx = x maka
Tox = (XN Th)x = Tyx = 2. Ini berarti € F(Ty) N F(Ty)N. .. F(Ty).
(b) Akan dibuktikan F (T, T,, ... Twy) = N, F(T.,).

(b1) Akan dibuktikan benar untuk n = 2, yakni F(T,,T.,,) = ﬂ?zl F(T,,),
dengan Tw1 e (1 —w1)1—|—w1T1 dan TUJ2 = (1 —wg)I—ngTg, 0<k;<w; <
1/2,i = 1,2.
(i) Akan dibuktikan bahwa (;_, F(T.,,) C F(T,,T.,). Ambil ¢ € F(T,,)N
F(T,,), ini berarti

q€ F(T,,)=q="T,4q,dan
g€ F(T,,) = q="T.,q.
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Dengan perkataan lain, ¢ = T,,,q = T.,,q, dapat juga ditulis ¢ = T,,, T,,,,q =
T, (Tw,q), sehingga dapat disimpulkan ¢ € F(T,,,T,,).
(#4) Selanjutnya, akan dibuktikan F(T,,T.,) C F(T,,) N F(T.,). Ambil
q € F(T,,T,,) dengan ¢ = T, T,,,q, sedemikian sehingga
Tw,q=q=T,q=q. (2.11)
Oleh karena itu, cukup dengan menunjukkan 7;,,¢ = ¢, maka akan meng-
akibatkan ¢ = T,,q atau ¢ € F(T,,), sehingga q¢ € F(T,,) N F(T.,).
Dari Lema 2.2, diketahui bahwa F(T,,) N F(T,,) = F(T1) N F(Tz) # 0.
Misalkan p € F(T,,) N F(T,,), maka
lp = glI* = llp — T, T al®
= lp = [(1 = w1)(Tiq) + Wi WL, 12
= (1 = w1)(p = Toq) + w1 (p — 1Ty )|
= (1= wi)llp = Tinql* + willp = 1 Tepqll* — w1 (1 = w1) | T g — T1 Tl
< (1= wi)llp = Tooqll? = w1 (1 = w)| Ting — T ozl +
Wl[Hp - Twqu2 + k1 ||Tw2q - TlTw2q||2 + 2<p - TlTwzpv Twzq - TlTuJ2Q>]
= (1= w)lp = Tinall* = wi(1 = w1) [Ty g = T Tonql* + willlp — Tunqll* +
k1||TUJ2q - TlTUJQQHQ]a
< lp = Tooaal® = w1 (1 = w1 — k1) Tinyq — Th Tl
< llp = gql* = w11 = w1 = k)| o q — T1 Tl (2.12)
Karena 0 < k1 < wy < 1/2, maka diperoleh
||Tw2q - TlTwQQHz S 0 (213)
Berdasarkan definisi norm (nilai norm adalah nonnegatif), maka ||7.,,q —
T T,,q|| = 0, yang berarti T,,,q = T1T,,,q, ini berarti
Twzq € F(Tl) = F(Tw1)7 (214)
dengan kata lain T,,,q = T, T,,,q¢ = q Sehingga ¢q € F(T,,). Dapat disim-
pulkan bahwa ¢ € F(T,,), ini berarti ¢ € F(T,,,) N F(T..,).
Dari (i) dan (ii), dapat disimpulkan bahwa F(T,,,T.,,) C F(T.,)NF(T,,).
(b2) Asumsikan benar untuk n = N — 1, yang berarti

N N
F(Tiy, T, .. Tuy) € [ F(T,) dan [ F(To,) € F(Ti, Tu, .- Tioy).
=1 1=1

(b3) Akan ditunjukkan benar untuk n = N, yakni
N

F(T, T, . Tuy) = () F(T0,)-
i=1

(i) Akan dibuktikan bahwa (., F(T.,) € F(T, Ty, - .. Twy). Misalkan
q€ ﬂfvzl F(T,,), ini berarti

q € F(Twl) = q = Tw1q7

q€ F(T,,) = q="Tu,q.
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Dengan perkataan lain, ¢ = T,,,q = T.,,q = ... = T,y q, dapat juga ditulis

q=Tuqg =Ty (Twq) = ... =Ty, (Tuy - Ty _,)Twnq, sehingga dapat

disimpulkan ¢ € F(T,,, T, - - Toy )-

(i) Akan dibuktikan F(T,,T.,...T.y) € N, F(T.,). Ambil q €

F(T,,To, . - Tuy), maka g =T, Tw, . .. Tion_, Twn @, sedemikian sehingga
Tond=q=>Ty, Ty, ... Tuy ,q=4q. (2.15)

Oleh karena itu, cukup dengan menunjukkan 7,,,¢ = ¢, hal ini akan
mengakibatkan ¢ € ﬂf\il F(T,,). Dari Lema 2.2, diketahui bahwa
N, F(T,,) = NX, F(T;) # 0. Misalkan p € N, F(T.,). Misalkan
Ty =T, T, .. 1oy, maka
lp = all* = llp — Tuo Tnall?

= llp = [(1 = wo)(Tun @) + woTo Tyl

= (1 = wo)(p — Tunq) +wo(p — ToTuya)|”

= (1 —wo)|p — Tundll® + wollp — ToTunall* — wo(1 — wo) | Ty g — ToTwyall?

< (= wo)llp = Tunal® = wi(1 = wo)I Tuon g — ToTunall® +

wil|p — Ty al” + k1l Tosq — ToTunall® + 2(p — ToTunp, T d — ToTunq)]

= (1 = wo)llp — Tupall® — wo(1 — wo) 1Ty g — ToToyall +
wolllp = Tyl + koll Ty g — ToTu,all?],
< lp = T all® = wo(l = wo = ko) | Tung — ToTuy gl
< lp = all* = wo(1 = wo — ko) [ Tun g — ToTuy qll>-
Karena 0 < ko < wp < 1/2, maka diperoleh

|1 Tooq — TiTuyall® < 0. (2.17)
Berdasarkan definisi norm, maka ||T,,q — T1T.,,¢q|| = 0, yang berarti
Tnq =ToT,,q, ini berarti

Tung € F(Ty) = F(Ty,)- (2.18)

Dengan kata lain, T,,q = Tu,Twyg = ¢ Dari (3.0.19) diperoleh ¢ €
F(T,,). Ini berarti ¢ € F(T,,) N F(T,
simpulkan bahwa F(T,,, T, - .- Twy) = ;

cdwn

F(T,,)- O
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