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Abstrak. Pada artikel ini akan dikaji eksistensi solusi stasioner dari sistem PT -
Symmetry Multi Dimer yang terdiri dari kumpulan-kumpulan dimer di bawah pengaruh

potensial linear. Dengan menggunakan analisis perturbasi, diperoleh bahwa sistem PT -
Symmetry Multi Dimer mempunyai solusi nol dan solusi tak-nol.
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1. Pendahuluan

Dalam mendeskripsikan dinamika suatu sistem, salah satu postulat pada teori kuan-

tum menyatakan bahwa spektrum energinya, yang direpresentasikan secara mate-

matis oleh nilai eigen dari operator Hamiltonian sistem, mestilah bernilai riil [1].

Namun ternyata sifat Hermitisiti bukanlah satu-satunya syarat bagi sistem Hamil-

tonian untuk dapat memenuhi postulat tersebut. Pada paper fenomenalnya, Bender

dan Boettcher [2] pada tahun 1998 menunjukkan bahwa sistem non-Hermit Hamil-

tonian ternyata dapat memiliki spektrum energi yang bernilai riil apabila memenuhi

sifat parity-time (PT ) symmetry.

Dalam konteks aplikasi di bidang optik, sistem PT -symmetry menjelaskan pe-

rambatan suatu sinar optik pada dua pandu-gelombang terikat (two coupled waveg-

uides), dimana pada pandu-gelombang yang satu sinar optik mengalami gain (pen-

guatan), sedangkan pada pandu-gelombang lainnya mengalami loss (pelemahan).

Masing-masing intensitas dari gain/loss memiliki nilai yang yang setara (lihat ref-

erensi [3,4] untuk merujuk beberapa eksperimen terkait). Dua pandu gelombang

tersebut dikenal juga dengan istilah dimer. Eksistensi dan kestabilan solusi sistem

PT -symmetry dimer yang dimodelkan oleh dua persamaan Schrödinger terikat de-

ngan gain/loss konstan telah dibahas dalam referensi [5,6] melalui pendekatan nu-

merik. Selanjutnya model serupa dengan penambahan gain/loss yang bergantung

terhadap waktu secara periodik juga sudah dikaji secara numerik dalam referensi

[7]. Di samping itu, PT -symmetry dari sistem lainnya yang juga telah diteliti an-

tara lain PT -symmetry dari sistem osilator nonlinier terikat [8] dan PT -symmetry
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dari persamaan Schrödinger nonlinier diskrit dengan koefisien pengikat (coupling)

yang berganti-ganti [9].

Pada artikel ini, kajian tentang versi linier dari model PT -symmetry dimer yang

dibahas pada referensi [5,6] akan dikembangkan untuk kasus multi-dimer di bawah

pengaruh potensial linier. Metode yang digunakan adalah metode perturbasi karena

solusi yang ingin ditinjau adalah untuk kasus konstanta pengikat yang lemah.

2. Persamaan Model

Pada artikel ini akan ditinjau sistem PT -symmetry dimer yang diperluas, yaitu

terdiri dari kumpulan PT -symmetry dimer yang terikat oleh suatu pengikat inter

dan antar dimer. Sistem ini selanjutnya disebut PT -symmetry multi-dimer.

Dengan menambahkan potensial linier, model dari PT -symmetry multi-dimer

ini diberikan oleh sistem persamaan

iu̇n = iγun + kvn + 2αnun + εvn−1,

iv̇n = −iγvn + kun + 2αnvn + εun+1,
(2.1)

dimana un ≡ un(t) dan vn ≡ vn(t) adalah fungsi bernilai kompleks yang menya-

takan amplitudo gelombang optik yang merambat pada pandu-gelombang yang

mengalami gain dan loss di waktu t > 0 dan site n ∈ Z, ‘dot’ menyatakan turunan

pertama terhadap t, γ > 0 menyatakan konstanta gain/loss, α merupakan kon-

stanta potensial linier, sedangkan k > 0 dan ε ≥ 0 berturut-turut merepresentasikan

konstanta pengikat inter dan antar dimer. Ilustrasi susunan pandu-gelombang dari

PT -symmetry multi-dimer ini diberikan oleh Gambar 1.

3. Analisis Awal

Untuk mengkonfirmasi sifat PT -symmetry yang dimiliki oleh sistem (2.1), akan

ditunjukkan bahwa sistem tersebut invarian tehadap transformasi berikut:

(un, vn, u̇n, v̇n, t, i, n)→ (vn, un,−v̇n,−u̇n,−t,−i,−n). (3.1)

Dengan mengenakan transformasi (3.1) ke persamaan (2.1), diperoleh

iv̇−n = −iγv−n + ku−n + 2α(−n)v−n + εu−n+1,

iu̇−n = iγu−n + kv−n + 2α(−n)u−n + εv−n−1.
(3.2)

Dengan memisalkan n = −m pada persamaan (3.2), maka akan dihasilkan kembali

persamaan (2.1).

Selanjutnya perhatikan teorema berikut.

Teorema 3.1. Sistem (2.1) ekuivalen dengan sistem

iU̇n = iγ̃Un + Vn + 2α̃nUn + ε̃Vn−1,

iV̇n = −iγ̃Vn + Un + 2α̃nVn + ε̃Un+1,
(3.3)

dimana Un ≡ Un(τ), Vn ≡ Vn(τ), γ̃ = γ
k , α̃ = α

k dan ε̃ = ε
k .

Bukti. Misalkan

un(t) = a0Un(τ) + b0 dan vn(t) = a0Vn(τ) + b0, (3.4)
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Gambar 1. Ilustrasi PT -symmetry multi-dimer pada susunan pandu-gelombang. Pandu-
gelombang merah dan hijau berturut-turut merepresentasikan dua jenis tipe: (un) mengalami

gain dan (vn) mengalami loss. Pandu–gelombang tersebut terikat oleh konstanta pengikat inter

k dan konstanta pengikat antar ε. Arah perambatan sinar optik dinyatakan oleh tanda panah
berwarna merah.

dimana τ = a1t dan a0, a1, b0 ∈ R, dengan a0, a1 6= 0. Untuk menunjukkan per-

samaan (2.1) ekuivalen dengan (3.3), maka akan ditentukan nilai dari konstanta

a0, a1 dan b0. Untuk melakukannya, substitusikan persamaan (3.4) ke persamaan

(2.1), sehingga didapatkan

ia0a1U̇n = ia0γUn + a0kVn + 2a0αnUn + a0εVn−1 + b0(iγ + k + 2αn+ ε),

ia0a1V̇n = −ia0γVn + a0kUn + 2a0αnVn + a0εUn+1 + b0(−iγ + k + 2αn+ ε).
(3.5)

Dengan melihat hubungan antara persamaan (3.1) dan (3.5), maka diperoleh

a0 =
1

k
, a1 = k, b0 = 0.

Berdasarkan Teorema 3.1, maka analisis terhadap persamaan (2.1) dapat

disederhanakan, tanpa mengurangi keumuman, dengan menetapkan k = 1. De-

ngan demikian, untuk pembahasan selanjutnya akan ditinjau sistem PT -symmetry

multi-dimer berikut:

iu̇n = iγun + vn + 2αnun + εvn−1,

iv̇n = −iγvn + un + 2αnvn + εun+1.
(3.6)

4. Analisis Eksistensi Solusi Stasioner

Solusi stasioner (titik tetap) dari sistem PT -symmetry multi-dimer dapat diten-

tukan dengan menetapkan un dan vn sebagai fungsi yang tidak bergantung pada

waktu t. Hal ini memberikan

iγun + vn + 2αnun + εvn−1 = 0,

−iγvn + un + 2αnvn + εun+1 = 0.
(4.1)

Selanjutnya analisis terhadap eksistensi solusi (4.1) akan ditinjau untuk dua kasus

berdasarkan nilai konstanta pengikat antar dimer, yaitu kasus ε = 0 dan kasus

0 < ε� 1.
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4.1. Kasus ε = 0

Pada saat tidak ada pengikat antar dimer (ε = 0), sistem (4.1) menjadi

iγun + vn + 2αnun = 0,

−iγvn + un + 2αnvn = 0.
(4.2)

Lema berikut memberikan kriteria solusi bernilai nol pada sistem (4.2).

Lema 4.1. Sistem (4.2) mempunyai solusi nol jika dan hanya jika

γ 6=
√

1− 4α2n2, (4.3)

untuk suatu α ∈ R, γ > 0 dan setiap n ∈ Z.

Bukti. Sistem (4.2) dapat ditulis dalam bentuk matriks sebagai berikut:[
iγ + 2αn 1

1 −iγ + 2αn

] [
un
vn

]
=

[
0

0

]
. (4.4)

Selanjutnya misalkan

M =

[
iγ + 2αn 1

1 −iγ + 2αn

]
. (4.5)

Jelas bahwa sistem (4.4) mempunyai solusi trivial (solusi nol) jika dan hanya jika

det (M) = 4α2n2 + γ2 − 1 6= 0 (4.6)

atau

γ 6=
√

1− 4α2n2, (4.7)

untuk suatu α ∈ R dan setiap n ∈ Z.

Kriteria solusi bernilai tak-nol pada sistem (4.2) diberikan dalam akibat berikut.

Akibat 4.2. Sistem (4.2) mempunyai solusi tak-nol jika α = 0 dan γ = 1.

Bukti. Kontraposisi dari Lema 4.1 jelas menunjukkan bahwa sistem (4.2) mem-

punyai solusi tak-nol jika dan hanya γ =
√

1− 4α2n2 untuk suatu α ∈ R atau

untuk suatu n ∈ Z. Kita tidak mungkin menetapkan nilai γ sebagai fungsi ter-

hadap n ∈ Z, karena n merupakan domain dari solusi stasioner. Karena γ > 0

(ditetapkan sejak awal) dan nilainya bersifat tetap untuk sebarang n ∈ Z, maka

mestilah α = 0.

Karena α = 0, maka pada solusi tak-noL pada sistem (4.2) mestilah γ = 1.

Dengan mengganti nilai α = 0 dan γ = 1 pada persamaan (4.2), diperoleh solusi

tak nolnya adalah

un = cn,

vn = icn,
(4.8)

dengan cn ∈ C \ {0} dapat dipilih sebarang.
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4.2. Kasus 0 < ε � 1

Eksistensi solusi stasioner dari sistem (4.1) untuk 0 < ε� 1 akan dianalisis dengan

menggunakan metode ekspansi perturbasi. Misalkan solusi asimtotik dari un dan

vn terhadap parameter perturbasi ε dapat ditulis sebagai:

un = u
(0)
n + εu

(1)
n + ε2u

(2)
n +O(ε3),

vn = v
(0)
n + εv

(1)
n + ε2v

(2)
n +O(ε3).

(4.9)

Substitusikan persamaan (4.9) ke persamaan (4.1), kemudian kelompokkan suku-

sukunya berdasarkan pangkat ε, diperoleh

O(1) :

{
iγu

(0)
n + v

(0)
n + 2αnu

(0)
n = 0,

−iγv(0)n + u
(0)
n + 2αnv

(0)
n = 0,

(4.10)

dan

O(εm) :

{
iγu

(m)
n + v

(m)
n + 2αnu

(m)
n = −v(m−1)

n−1 ,

−iγv(m)
n + u

(m)
n + 2αnv

(m)
n = −u(m−1)

n+1 ,
(4.11)

untuk m = 1, 2, ....

Perhatikan bahwa persamaan (4.10) serupa dengan persamaan (4.2). Jadi solusi

u
(0)
n dan v

(0)
n dapat dibedakan atas solusi nol dan solusi tak-nol dengan kriteria

seperti yang diberikan pada Lema 4.1 dan Akibat 4.2. Adapun solusi tak-nol u
(0)
n

dan v
(0)
n diberikan oleh persamaan (4.8), yaitu

u
(0)
n = cn,

v
(0)
n = icn.

(4.12)

dengan cn ∈ C \ {0} dapat dipilih sebarang.

Selanjutnya solusi u
(m)
n dan v

(m)
n , dengan m = 1, 2, ..., dapat ditentukan dengan

menyelesaikan persamaan (4.11) secara rekursif, yang diberikan oleh

u
(m)
n =

(iγ−2αn)v
(m−1)
n−1 +u

(m−1)
n+1

4n2α2+γ2−1 ,

v
(m)
n =

−(iγ−2αn)u
(m−1)
n+1 +v

(m−1)
n−1

4n2α2+γ2−1 ,
(4.13)

dengan 4n2α2 + γ2 6= 1.

Dari persamaan (4.13) diperoleh bahwa solusi nol u
(0)
n dan v

(0)
n akan meng-

hasilkan solusi nol pula semua u
(m)
n dan v

(m)
n , m ∈ N. Jadi dapat disimpulkan

bahwa pada saat ε ≥ 0, solusi nol dari sistem (4.1) eksis di setiap α ∈ R dan γ > 0

dengan γ 6=
√

1− 4α2n2 untuk setiap n ∈ Z.

Solusi tak-nol u
(m)
n dan v

(m)
n , dengan m = 1, 2, ..., tidak dapat ditentukan secara

rekursif dari persamaan (4.13) karena solusi tak-nol untuk u
(0)
n dan v

(0)
n ε = 0

hanya dipenuhi untuk α = 0 (lihat lagi Akibat 4.2). Namun, berdasarkan teorema

alternatif Fredholm, persamaan (4.11) untuk m = 1 mempunyai solusi jika berlaku[
v
(0)
n−1

u
(0)
n+1

]
·

[
ũ
(0)
n

ṽ
(0)
n

]
= 0, (4.14)
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dimana
[
ũ
(0)
n , ṽ

(0)
n

]T
memenuhi

M∗
[
ũ(0)n , ṽ(0)n

]T
= [0, 0]T , (4.15)

dengan

M∗ =

[
−i 1

1 i

]
. (4.16)

Perhatikan bahwa
[
v
(0)
n−1, u

(0)
n+1

]T
dapat diperoleh dari persamaan (4.12), yaitu[

v
(0)
n−1

u
(0)
n+1

]
=

[
−icn−1

cn+1

]
, cn−1, cn+1 ∈ C \ {0}, (4.17)

sedangkan solusi tak nol dari sistem (4.15) diberikan oleh[
ũ
(0)
n

ṽ
(0)
n

]
=

[
dn
idn

]
, dn ∈ C \ {0}. (4.18)

Dari persamaan (4.17) dan (4.18) didapatkan[
v
(0)
n−1

u
(0)
n+1

]
·

[
ũ
(0)
n

ṽ
(0)
n

]
= −icn−1dn + icn+1dn (4.19)

yang bernilai nol jika cn−1 = −cn+1 6= 0 untuk setiap n ∈ Z. Selanjutnya pilih

cn−1 = c̃.

Dari syarat ini, diperoleh solusi tak-nol

u
(1)
n = ibn + c̃,

v
(1)
n = bn,

(4.20)

dengan bn ∈ C \ {0} dapat dipilih sebarang.

Dengan demikian ekspansi asimtotik untuk solusi tak-nol dari sistem stasioner

(4.1) diberikan oleh [
un
vn

]
=

[
c̃

+ic̃

]
+ ε

[
ibn − c̃
bn

]
+O(ε2), (4.21)

dengan bn, c̃ ∈ C \ {0} dapat dipilih sebarang. Karena koefisien di depan barisan

asimtotik {εm} bernilai konstanta, maka ekspansi (4.21) dikatakan seragam untuk

semua n ∈ Z.

Hasil-hasil yang dijelaskan di atas dirangkum dalam teorema berikut.

Teorema 4.3. Pandang sistem stasioner dari PT -symmetry multi-dimer yang

diberikan oleh persamaan (4.1).

(i) Solusi nol dari sistem (4.1) eksis di setiap ε ≥ 0, α ∈ R dan γ > 0 dengan

γ 6=
√

1− 4α2n2 untuk setiap n ∈ Z.
(ii) Pada saat 0 < ε � 1, solusi tak-nol dari sistem (4.1) eksis hanya untuk

α = 0 dan solusi asismtotiknya diberikan oleh persamaan (4.21).
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5. Kesimpulan

Pada artikel ini telah dibahas analisis eksitensi solusi stasioner dari PT -symmetry

multi-dimer yang diberikan oleh persamaan (3.6) Berikut hasil-hasil analisis eksis-

tensi yang diperoleh:

(i) Solusi stasioner nol dari sistem (3.6) eksis di setiap ε ≥ 0, α ∈ R dan γ > 0

jika dan hanya jika γ 6=
√

1− 4α2n2 untuk setiap n ∈ Z.

(ii) Pada saat 0 ≤ ε � 1, solusi stasioner tak-nol dari sistem (3.6) eksis jika

α = 0 dan γ = 1.

Kajian tentang eksistensi solusi dari sistem PT -symmetry multi-dimer ini dapat

diperluas untuk kasus nonlinier dan konfigurasi dimer yang berbeda.
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