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Abstrak. Untuk graf G terhubung dan tak trivial, dan k suatu bilangan bulat positif,

misalkan c : E(G) → {1, 2, · · · , k} suatu pewarnaan sisi di G, dimana sisi yang berte-
tangga boleh diberi warna yang sama. Suatu lintasan di G dikatakan lintasan rainbow

jika tidak ada dua sisi di lintasan tersebut memiliki warna yang sama. Graf G dikatakan
rainbow connected oleh pewarnaan c jika G memuat lintasan rainbow u − v untuk se-

tiap titik u dan v di G. Dalam konteks ini, pewarnaan c disebut rainbow edge coloring.

Jika c adalah rainbow edge coloring dengan k warna digunakan, maka c disebut rain-
bow k-coloring. Jika k adalah bilangan bulat positif yang minimum, maka k adalah

bilangan rainbow connection dari graf G yang dinotasikan dengan rc(G) = k. Untuk

m ∈ N dan m ≥ 2, misalkan {G1, G2, · · · , Gm} adalah kumpulan hingga dari graf
terhubung dan tak trivial, dan v0,i adalah sebuah titik graf Gi untuk 1 ≤ i ≤ m. Amal-

gamasi G1, G2, · · · , Gm yang dinotasikan dengan Amal{Gi, v0,i}mi=1 adalah graf yang

berasal dari graf G1, G2, · · · , Gm dengan mengidentifikasi titik-titik v0,1, v0,2, · · · , v0,m
sedemikian sehingga v0,1 = v0,2 = · · · = v0,m pada graf Amal{Gi, v0,i}mi=1. Graf

Amal{Trn, v}m adalah graf amalgamasi m buah graf Trn, untuk m ≥ 2. Pada makalah

ini akan ditentukan bilangan rainbow connection pada graf amalgamasi tangga segitiga
diperumum homogen Amal{Tr4, v}m untuk m ≥ 2.

Kata Kunci : bilangan rainbow connection, graf amalgamasi tangga segitiga diperumum
homogen

1. Pendahuluan

Konsep rainbow conncetion pada graf diperkenalkan pertama kali oleh Chartrand,

dkk [3]. Untuk graf G terhubung dan tak trivial dan k suatu bilangan bulat positif,

misalkan c : E(G) → {1, 2, · · · , k} suatu pewarnaan sisi di G, dimana sisi yang

bertetangga boleh diberi warna yang sama. Suatu lintasan di G dikatakan lintasan

rainbow jika tidak ada dua sisi di lintasan tersebut memiliki warna yang sama. Graf

G dikatakan rainbow connected oleh pewarnaan c jika G memuat lintasan rainbow

u−v untuk setiap titik u dan v di G. Dalam konteks ini, pewarnaan c disebut rainbow

edge coloring. Jika c adalah rainbow edge coloring dengan k warna digunakan, maka

c disebut rainbow k-coloring. Jika k adalah bilangan bulat positif yang minimum,
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maka k adalah bilangan rainbow connection dari graf G yang dinotasikan dengan

rc(G) = k. Jika c pewarnaan sisi G dengan rc(G) warna digunakan, maka c disebut

minimum rainbow coloring.

Misalkan c suatu pewarnaan rainbow edge coloring pada graf terhubung dan tak

trivial G. Untuk dua titik u dan v di G, rainbow geodesic u − v adalah lintasan

rainbow dengan panjang d(u, v). Graf G dikatakan strongly rainbow-connected jika

G memuat suatu lintasan rainbow geodesic u − v untuk setiap titik u dan v di

G. Dalam konteks ini, pewarnaan c disebut strong rainbow coloring. Jika k adalah

bilangan bulat positif yang minimum dan c adalah strong rainbow k-coloring, maka

k adalah bilangan strong rainbow connection dari graf G yang dinotasikan dengan

src(G) = k.

Chartrand, dkk [3] menyatakan bahwa untuk setiap graf G terhubung, tak trivial

dan berukuran m, hubungan diam(G), rc(G) dan src(G) dinyatakan dalam pertak-

samaan berikut.

diam(G) ≤ rc(G) ≤ src(G) ≤ m.

Chartrand, dkk [3] telah menentukan bilangan rainbow connection dan strong

rainbow connection dari beberapa kelas graf khusus seperti graf pohon, graf lengkap,

graf roda, graf bipartit lengkap dan graf multipartit lengkap. Li, dkk [5] telah menen-

tukan bilangan rainbow connection pada graf 3-connected. Sy dkk [6] telah menen-

tukan bilangan rainbow connection pada graf fan dan graf sun. Fitriani, dkk [4]

telah menentukan batas-batas bilangan rainbow connection pada graf hasil amal-

gamasi. Yulianti dkk [7] telah melakukan penentuan bilangan rainbow connection

dari graf tangga segitiga diperumum. Pada makalah ini akan ditentukan bilangan

rainbow connection pada graf amalgamasi tangga segitiga diperumum homogen

Amal{Trn, v}m untuk n = 4 dan m ≥ 2.

2. Landasan Teori

Definisi 2.1 berikut merupakan definisi graf amalgamasi yang diambil dalam [2].

Definisi 2.1. [2] Untuk m ∈ N dan m ≥ 2, misalkan {G1, G2, · · · , Gm} adalah

kumpulan hingga dari graf terhubung dan tak trivial, dan v0,i adalah sebuah

titik graf Gi untuk 1 ≤ i ≤ m yang dinamakan dengan titik terminal. Amal-

gamasi G1, G2, · · · , Gm yang dinotasikan dengan Amal{Gi, v0,i}mi=1 adalah graf

yang berasal dari graf G1, G2, · · · , Gm dengan mengidentifikasi titik-titik termi-

nal v0,1, v0,2, · · · , v0,m sedemikian sehingga v0,1 = v0,2 = · · · = v0,m pada graf

Amal{Gi, v0,i}mi=1.

Graf amalgamasi tangga segitiga diperumum homogen adalah graf yang diper-

oleh dari hasil amalgamasi m-buah graf tangga segitiga diperumum yang homogen

(setiap m-buah graf tangga segitiga diperumum tersebut berorde dan berukuran

sama) dan titik terminal yang diidentifikasi adalah titik yang sama dari m-buah

graf tangga segitiga diperumum tersebut.

Definisi 2.2. Graf tangga segitiga diperumum Trn untuk n ≥ 2 adalah graf dengan

himpunan titik
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V(Trn) = {v} ∪ { vi,j | 1 ≤ j ≤ n− i + 1, 1 ≤ i ≤ n}

dan himpunan sisi

E(Trn) = {vv1,j | 1 ≤ j ≤ n}∪{vi,jvi,j+1 | 1 ≤ i ≤ n−1, 1 ≤ j ≤ n−i}∪{vi,jvi+1,j |
1 ≤ j ≤ n− 1, 1 ≤ i ≤ n− j} ∪ {vi,jvi+1,j−1 | 2 ≤ j ≤ n, 1 ≤ i ≤ j − 1}.

Yulianti dkk [7] telah memperoleh bilangan rainbow connection dari graf tangga

segitiga diperumum Trn untuk n bilangan bulat positif dengan n ≥ 2. Diameter

dari graf Trn adalah n, yang dinotasikan dengan diam(Trn) = n. Bilangan rainbow

connection dari graf Trn dinyatakan dalam Teorema 2.3 berikut.

Teorema 2.3. [7] Misalkan Trn adalah graf tangga segitiga diperumum dan n ≥ 2.

Maka bilangan rainbow connection untuk graf tangga segitiga yang diperumum Trn
adalah

rc(Trn) = n.

Fitriani dkk [4] telah menentukan batas-batas dari bilangan rainbow connection

pada graf hasil amalgamasi. Batas-batas dari bilangan rainbow connection tersebut

dinyatakan dalam Teorema 2.4 berikut.

Teorema 2.4. [4] Untuk t ∈ N, t ≥ 2, misalkan {Gi | i ∈ {1, 2, · · · , t}} suatu

himpunan hingga dari graf-graf dan setiap Gi mempunyai titik terminal v0i. Jika G

adalah amalgamasi dari G1, G2, · · · , Gt, maka

diam(G) ≤ rc(G) ≤
t∑

i=1

rc(Gi).

3. Pembahasan

Untuk i = 1, 2, · · · ,m dan m ∈ N, graf Tr
(i)
4 adalah graf tangga segitiga diperumum

ke-i, dengan

V (Tr
(i)
4 ) = {vi} ∪ { vi,j,k | 1 ≤ j ≤ 4, 1 ≤ k ≤ 5− j}

dan

E(Tr
(i)
4 ) = {vi,j,kvi,j,k+1 | 1 ≤ j ≤ 3, 1 ≤ k ≤ 4− j}

∪ {vi,j,kvi,j+1,k | 1 ≤ k ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 4− k}
∪ {vi,j,kvi,j+1,k−1 | 2 ≤ k ≤ 4, 1 ≤ j ≤ k − 1})
∪ {vivi,1,k | 1 ≤ k ≤ 4}.

Untuk 1 ≤ i ≤ m, misalkan graf Amal{Gi, v0,i}mi=1 dengan Gi = Tr
(i)
n dan v0,i = vi,

vi ∈ V (Tr
(i)
4 ). Dengan mengidentifikasi setiap titik v0,i untuk 1 ≤ i ≤ m, maka

v0,1 = v0,2 = · · · = v0,m pada graf Amal{Gi, v0,i}mi=1. Hasil identifikasi titik-titik

v0,i (1 ≤ i ≤ m) adalah sebuah titik baru, kali ini titik baru tersebut dinamakan

dengan titik v. Secara sederhana graf Amal{Gi, v0,i}mi=1 dengan Gi = Tr
(i)
n dan

v0,i = vi dinotasikan dengan Amal{Trn, v}m. Dengan demikian, untuk n ≥ 2 dan
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m ≥ 2, graf Amal{Trn, v}m adalah graf amalgamasi tangga segitiga diperumum

homogen dengan himpunan titik

V (Amal{Trn, v}m) = {v} ∪ {vi,j,k | 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ k ≤ n− j + 1}
(3.1)

dan himpunan sisi

E(Amal{Trn, v}m) = {vi,j,kvi,j,k+1 | 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n− 1, 1 ≤ k ≤ n− j}∪
{vi,j,kvi,j+1,k | 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ k ≤ n− 1, 1 ≤ j ≤ n− k}∪
{vi,j,kvi,j+1,k−1 | 1 ≤ i ≤ m, 2 ≤ k ≤ n, 1 ≤ j ≤ k − 1}∪
{vvi,1,k | 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ k ≤ n}.

(3.2)

Teorema 3.1. Misalkan Amal{Tr4, v}m adalah graf amalgamasi tangga segitiga

diperumum homogen dengan m ≥ 2. Maka

rc(Amal{Tr4, v}m) = 8.

Bukti. Akan ditunjukkan rc(Amal{Tr4, v}m) = 8, yaitu dengan menun-

jukkan rc(Amal{Tr4, v}m) ≥ 8 dan rc(Amal{Tr4, v}m) ≤ 8. Misalkan graf

Amal{Tr4, v}m untuk m ≥ 2 dengan himpunan titik yang didefinisikan pada

persamaan (3.1) dan himpunan sisi yang didefinisikan pada persamaan (3.2).

Dapat diamati bahwa diam(Amal{Tr4, v}m) = 8. Dengan demikian, diperoleh

rc(Amal{Tr4, v}m) ≥ diam(Amal{Tr4, v}m) = 8. Selanjutnya akan ditunjukkan

rc(Amal{Tr4, v}m) ≤ 8. Dikonstruksi sebuah pewarnaan sisi c : E(Amal{Tr4, v}m)

→ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} pada Amal{Tr4, v}m yang didefinisikan sebagai

c(e) =



1, jika e = vvi,1,1

2k, jika e = vvi,1,k, untuk 2 ≤ k ≤ 4

j + k, jika e = vi,j,kvi,j,k+1, untuk 1 ≤ k ≤ 4− j dan 1 ≤ j ≤ 3

j + 2k, jika e = vi,j,k+1vi,j+1,k, untuk 1 ≤ k ≤ 4− j dan 1 ≤ j ≤ 3

k + j, jika e = vi,j,kvi,j+1,k, untuk 1 ≤ j ≤ 4− k dan 1 ≤ k ≤ 3

untuk 1 ≤ i ≤ m.

Pandang x dan y adalah dua titik sebarang pada graf Amal{Tr4, v}m. Jelas

setiap titik x dan y yang bertetangga di Amal{Tr4, v}m terdapat lintasan rainbow

x− y di Amal{Tr4, v}m. Misalkan x = vi,p,q atau x = v dan y = vl,r,s, untuk suatu

p, q, r, s ∈ {1, 2, 3, 4} dan suatu i, l ∈ {1, 2, · · · ,m}. Maka lintasan rainbow x − y

untuk x dan y yang tidak bertetangga di Amal{Tr4, v}m ditunjukkan dalam tiga

kasus berikut.

Kasus 1. x = v dan y = vl,r,s. Terdapat lintasan rainbow x − y, yaitu x =

v, vl,1,r+s−1, vl,2,r+s−2, vl,3,r+s−3, · · · , vl,r−1,s+1, vl,r,s = y.

Kasus 2. x = vi,p,q dan y = vl,r,s, untuk i = l dan p ≤ r. Pada kasus ini, dibagi

menjadi empat subkasus berikut.

Subkasus 2.1. p = r dan q < s. Terdapat lintasan rainbow x − y, yaitu x =

vi,p,q, vi,p,q+1, vi,p,q+2, · · · , vi,p,s−1, vi,p,s = y.
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Subkasus 2.2. p < r dan p+ q < r+ s. Terdapat lintasan rainbow x−y, yaitu x =

vi,p,q, vi,p,q+1, · · · , vi,p,t, vi,p+1,t−1, vi,p+2,t−2, · · · , vi,r,s = y, dimana t = r + s− p.

Subkasus 2.3. p < r dan p + q > r + s. Terdapat lintasan rainbow x − y, yaitu

x = vi,p,q, vi,p+1,q−1, · · · , vi,r,h, vi,r,h−1, vi,r,h−2, · · · , vi,r,s = y), dimana h = p+q−r.

Subkasus 2.4. p + q = r + s dan p < r. Terdapat lintasan rainbow x − y, yaitu

x = vi,p,q, vi,p+1,q−1, · · · , vi,r,s = y.

Kasus 3. x = vi,p,q dan y = vl,r,s untuk i 6= l. Pada kasus ini, dibagi dalam dua

subkasus berikut.

Subkasus 3.1. p + q ≤ r + s. Terdapat lintasan rainbow x − y, yaitu

x = vi,p,q, vi,p,q−1, · · · , vi,p,1, vi,p−1,1, vi,p−2,1, · · · , vi,1,1, v, vl,1,4, vl,2,3, · · · , vl,r,5−r,

vl,r,4−r, vl,r,3−r, · · · , vl,r,s = y.

Subkasus 3.2. p + q > r + s. Terdapat lintasan rainbow x − y, yaitu x =

vi,p,q, vi,p,q+1, · · · , vi,p,5−p, vi,p−1,6−p, · · · , vi,1,4, v, vl,1,1, vl,2,1, · · · , vl,r,1, vl,r,2, · · · ,
vl,r,s = y.

Dari ketiga kasus menunjukkan bahwa terdapat lintasan rainbow x − y un-

tuk setiap x dan y yang tidak bertetangga di Amal{Tr4, v}m. Jadi, c adalah

rainbow 8-coloring. Karena c adalah rainbow 8-coloring, ini menunjukkan bahwa

rc(Amal{Tr4, v}m) ≤ 8. Dengan demikian, rc(Amal{Tr4, v}m) = 8.

Contoh 3.2. Gambar 1 menunjukkan bahwa graf Amal{Tr4, v}3 adalah graf rain-

bow connected terhadap Rainbow 8-coloring, dimana rc(Amal{Tr4, v}3) = 8.

Gambar 1. Rainbow 8-coloring pada graf Amal{Tr4, v}3.
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4. Kesimpulan

Pada makalah ini telah diperoleh bilangan rainbow connection dari graf amlgamasi

tangga segitiga diperumum homogen Amal{Tr4, v}m untuk m ≥ 2, yaitu

rc(Amal{Tr4, v}m) = 8.
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