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Abstrak. Penelitian ini bertujuan mengkaji kembali tentang pelabelan total (a, d)-titik-
antiajaib super pada Graf Petersen P(n,2) dengan n ganjil, n > 5. Fokus pengkajian
diutamakan pada pembentukan pola pelabelan total (a,d)-titik-antiajaib super pada
Graf Petersen P(n,2) dengan n ganjil (n > 5).

Kata Kunci: Graf Petersen P(n,2), pelabelan total (a, d)-titik antiajaib super.

1. Pendahuluan

Graf merupakan pasangan himpunan titik dan himpunan sisi. Pengaitan titik-titik
pada graf membentuk sisi dan dapat direpresentasikan pada gambar sehingga mem-
bentuk pola tertentu. Pola-pola yang terbentuk didefinisikan dan dikelompokkan
menjadi kelas-kelas graf. Beberapa kelas graf menurut banyaknya sisi yang terkait
terhadap titik antara lain graf reguler, yang derajat setiap titiknya sama dan graf
irreguler, yang derajat setiap titiknya ada yang tidak sama. Salah satu sub kelas
graf reguler adalah Graf Petersen diperumum yang merupakan graf reguler yang
setiap titiknya berderajat tiga.

Salah satu topik dalam teori graf yang banyak mendapatkan perhatian adalah
masalah pelabelan. Masalah ini pertama kali diperkenalkan oleh Sedlacek (1964),
kemudian Stewart (1966), Rosa dan Kotzig (1970). Pelabelan merupakan pemetaan
bijektif yang memetakan unsur himpunan titik dan atau unsur himpunan sisi ke
bilangan bulat yang disebut label. Pelabelan titik adalah pelabelan dengan domain
himpunan titik, pelabelan sisi adalah pelabelan dengan domain himpunan sisi, dan
pelabelan total adalah pelabelan dengan domain gabungan himpunan titik dan
himpunan sisi.

Hingga kini dikenal beberapa jenis pelabelan pada graf, antara lain pelabelan
graceful, pelabelan harmoni, pelabelan total tak beraturan, pelabelan ajaib, dan
pelabelan anti ajaib. Dalam pengembangan pelabelan anti ajaib, dikenal dengan
pula pelabelan total (a,d)-titik-anti ajaib, pelabelan total (a,d)-titik ajaib su-
per, pelabelan total (a, d)-sisi-anti ajaib dan pelabelan total (a, d)-sisi-ajaib super.
Hingga saat ini pemanfaatan teori pelabelan graf sangat dirasakan peranannya,
terutama pada sektor sistem komunikasi dan transportasi, penyimpanan data kom-
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puter, dan desain integrated circuit pada komponen elektronik. Pada makalah ini,
penulis melakukan kajian kembali terhadap pelabelan total (a, d)-titik-antiajaib su-
per pada salah satu subkelas graf reguler yaitu Graf Petersen yang diperumum.

Graf Petersen adalah graf reguler yang mempunyai derajat titik 3 pada semua
titiknya, dan dinotasikan dengan P(5,2). Graf Petersen diperumum dinyatakan
sebagai P(n,m), dengan nilai n menyatakan banyaknya titik luar(sama dengan
banyaknya titik dalam) dan nilai m menyatakan lompatan sisi dalam, dimana n >
3danl > m > L%J Graf Petersen diperumum memiliki

V(P(n,m)) ={v|i =0,1,....n — 1} U{u;]i = 0,1,....,n — 1},

E(P(n,m)) = {usu@+1)[i =0,1,...,n — 1} U{uw;|i = 0,1,...,n — 1} U {vsvi +m)|i =0,1,..

Dalam hal ini indeks ¢ direduksi ke dalam modulo n.

Misalkan terdapat graf G = (V, E). Suatu pemetaan bijeksi f : V(G) U E(G) —
{1,2,...,p + q} dikatakan pelabelan total (a,d)-titik anti ajaib pada graf G jika
himpunan bobot titik untuk semua titik di G dapat dinotasikan sebagai W =
{w(@)|lw(z) = f(x)+> f(zy),z € V(G),zy € E(G)}, dapat ditulis dengan sebagai
W ={a,a+d,a+2d,...,a+ (p — 1)d} untuk suatu a > 0 dan d > 0.

2. Pelabelan total (a, d)-titik anti ajaib pada Graf Petersen
diperumum

Teorema 2.1. [I] Untuk n ganjil n > 5, Graf Petersen yang diperumum P(n,2)
mempunyai pelabelan total (2242 1)-titik-anti ajaib super.

Bukti. Misalkan P(n,2) adalah Graf Petersen dengan |V[P(n,2)]| = 2n dan
|E[P(n,2)]| = 3n. Misalkan didefinisikan pelabelan h : V[P(n,2)] U E[P(n,2)] —
{1,2,3,...,p + q} sebagai berikut.

1
—(8n — 1), untuk i =0 (mod 2),

h(’u,) =
5(771 — 1), untuk i =1 (mod 2)
1
—(10n —4), untuk i =0 (mod 2),

h(u,) =
5(971 —14), untuki=1 (mod 2)
2n +1, untuk ¢ = 0,
1

h(ugu; + 1) = —(6n+2—1), untuk i =0 (mod 2),i # 0,
5(571 +2—14), untuk i =1 (mod 2)
1
—(2+41), untuk ¢ = 0(mod 2),
h(uivi) =

§(n +2+14), untuk i = 1(mod 2)

Pelabelan sisi v;v;42 untuk ¢ € {0,1,2,...,n — 1}, dibagi menjadi dua kasus
berikut.
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(Kasus 1) Jika n =1 (mod 4), maka sisi v;v;12 dilabeli sebagai berikut.

h(uiui + 1) =

n+ 1, untuk ¢ = 0,

1(5n+ 4 —4), untuk i =1 (mod 4),
—(6n +4 — 1), untuk i = 2 (mod 4),
(Tn+4 —1), untuk ¢ = 3 (mod 4),
( ) ( )

8n 44 —1i), untuk i =0 (mod 4),i # 0

N N e S

(Kasus 2) Jika n = 3 (mod4), maka sisi v;v; 42 dilabeli sebagai berikut.

h(uiui + 2) =

n+ 1, untuk ¢ = 0,
1
—(Tn 44 —1), untuk i = 1 (mod 4),

[ | s | s

) ( )
(6n+4 —14), untuk i = 2 (mod 4),
(5n +4 — i), untuk ¢ = 3 (mod 4),
( ) ( )

1 8n +4 —1i), untuk i =0 (mod 4),i # 0

Misalkan wy, menyatakan bobot titik dari Graf Petersen P(n,2). Berdasarkan
pelabelan h, bobot titik w;,v; pada Graf Petersen P(n,2) untuk semua i €
{0,1,2,...,n — 1} adalah sebagai berikut.

(1) Bobot titik terhadap pelabelan total h dari titik w;,i € {0,1,2,...,n — 1}.

1
-1+ 3)+ (2 —14), untuk i =0, 1,

Wh(u;) =

(2) Bobot titik terhadap pelabelan total h dari titik v;,i € {0,1,2,

bagian ini terbagi atas dua kasus :

(Kasus 1) n=1 (mod 4).

Wh (Uz) =

(Kasus 2) n =3 (mod 4).

Wh (Ui) =

+
1
5(1971 +3)+ 5(4 —2¢), untuk i =2,3,4,...,n—1
...,n—1}. Pada

1 1 ) .

=(15n+5) + =(2 — 1), untuk i = 0, 2,
—(16n+4)+ =(3—14), untuk i = 1,3,5,....n — 2,
5(17n +3)+ 5(4 —14), untuk i =4,6,8,...,n —1
1 1 ) .

—(15n+5) + =(2 — i), untuk i = 0, 2,
—(16n+4)+ =(3—14), untuk i = 1,3,5,....n — 2,
5(1711—1—3) + 5(4 —1), untuk 1 =4,6,8,...,n—1
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Bobot titik total pada Graf Petersen P(n,2) adalah sebagai berikut.

1 1 1 1

: (15n+9),;(16n+4),,;(17n+3)}

1 1
U {(1571 +5), 5 (150 +7),

1 1 1
= {2(1571 +5), 5 (150 +7), 5., 5 (19 + 3).}

1
2
1
2
1
2
Karena himpunan bobot titik tersebut memuat bilangan bulat terurut, maka dapat
disimpulkan bahwa graf Petersen P(n,2) mempunyai pelabelan total (a,d)-titik
antiajaib dengan a = %(1571 + 5) dan d = 1. Selanjutnya, karena himpunan label

terkecil diberikan kepada himpunan sisi graf Petersen, maka pelabelan tersebut
adalh pelabelan super. O

3. Kesimpulan

Pada tulisan ini telah ditunjukkan kembali bahwa graf Petersen yang diperumum
P(n,2) mempunyai pelabelan total (223 1)-titik-anti ajaib super.
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