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Abstrak. Faktorisasi suatu matriks adalah suatu cara untuk menjadikan suatu ma-
triks menjadi dua atau beberapa perkalian matriks. Misalkan A adalah suatu matriks,

maka faktorisasi dari A dapat berbentuk A = A1A2 atau A = A1A2A3 · · · , dengan

ukuran-ukuran yang disesuaikan untuk Ai. Menyelesaikan suatu faktorisasi ada yang
menggunakan nilai/vektor eigen dan ada yang tanpa menggunakan nilai/vektor eigen.

Kata Kunci : Faktorisasi, Nilai/vektor Eigen, Eliminasi Gauss, Basis, Proses Gram-

Schmidt

1. Pendahuluan

Nilai eigen adalah suatu kajian yang terkait dengan sutu matriks atau suatu opera-

tor linear. Nilai eigen banyak digunakan dalam aplikasi ilmu matematika. Salah

satu kegunaan nilai eigen adalah untuk melihat bentuk faktorisasi dari suatu ma-

triks. Ada beberapa bentuk faktorisasi dalam matriks, diantaranya adalah fak-

torisasi yang terkait dengan masalah diagonalisasi matriks, faktorisasi yang terkait

dengan masalah similaritas, faktorisasi Schur, faktorisasi nilai singular. Dari bebe-

rapa faktorisasi tersebut ada yang menggunakan nilai/vektor eigen dan ada tanpa

menggunaka nilai/vektor eigen.

2. Tinjauan Pustaka

2.1. Teori Matriks

Definisi 2.1. [1] Suatu matriks adalah jajaran empat persegi panjang dari bilangan-

bilangan. Bilangan-bilangan dalam jajaran tersebut disebut entri dari matriks.

Definisi 2.2. [1] Suatu matriks persegi A adalah simetrik jika A = AT .

Definisi 2.3. [1] Matriks bujursangkar yang semua entri di atas diagonal utamanya

adalah nol disebut matriks segitiga bawah dan matriks bujursangkar yang semua

entri di bawah diagonal utamanya adalah nol disebut matriks segitiga atas. Suatu

matriks, baik segitiga bawah atau segitiga atas disebut matriks segitiga.
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Definisi 2.4. [1] Misalkan A adalah matriks bujursangkar. Fungsi determinan

dinotasikan dengan det dan didefinisikan det(A) sebagai jumlah semua hasilkali

elementer bertanda dari A.

2.2. Metode Eliminasi Gauss

Suatu matriks disebut eselon baris jika:

(1) Satu baris tidak seluruhnya terdiri dari nol, maka bilangan taknol pertama pada

baris itu adalah 1. Bilangan 1 ini disebut 1 utama.

(2) Terdapat baris yang seluruhnya terdiri dari nol, maka baris-baris ini akan

dikelompokkan bersama pada bagian paling bawah matriks.

(3) Terdapat dua baris berurutan yang tidak seluruhnya terdiri dari nol, maka 1

utama pada baris yang lebih rendah terdapat pada kolom yang lebih kanan dari

1 utama pada baris yang lebih tinggi.

Operasi baris elementer (OBE) dilakukan dengan langkah sebagai berikut.

(1) Mengalikan suatu baris dengan suatu konstata yang tak sama dengan nol.

(2) Menukarkan dua baris tersebut.

(3) Menambahkan perkalian dari satu baris pada baris lainnya.

Metode menentukan solusi suatu sistem persamaan linear yang langkah-langkahnya

sebagai berikut disebut metode eliminasi Gauss.

(1) Menyatakan sistem persamaan linear dalam bentuk matriks diperbesar.

(2) Mengubah matriks diperbesar menjadi matriks eselon baris dengan operasi baris

elementer.

(3) Melakukan substitusi mundur untuk memperoleh solusi sistem persamaan linear

tersebut.

2.3. Nilai dan Vektor Eigen

Definisi 2.5. [1] Jika A adalah sebuah matriks n× n, maka sebuah vektor taknol

x pada Rn disebut vektor eigen dari A jika Ax adalah sebuah kelipatan skalar dari

x; jelasnya, Ax = λx untuk skalar sebarang λ. Skalar λ disebut nilai eigen dari A

dan x disebut vektor eigen dari A yang terkait dengan λ.

Teorema 2.6. [1] Misalkan A ∈ Rp×p. Skalar λ nilai eigen dari A jika dan hanya

jika (A− λI) singular, artinya jika dan hanya jika det(A− λI) = 0.

Definisi 2.7. [4] Misalkan A ∈ Rp×p, maka det(A− λI) adalah polinomial berder-

ajat p dengan variabel λ, disebut polinomial karakteristik f(λ) dari A, ditulis

f(λ) = det(A− λI).

Teorema 2.8. [7] Misalkan A ∈ Rp×p, maka nilai eigen dari ATA adalah riil dan

nonnegatif.

Teorema 2.9. [7] Misalkan A ∈ Rp×p. Maka nilai eigen dari AAT adalah riil dan

nonnegatif.
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3. Pembahasan

3.1. Faktorisasi Matriks dengan Menggunakan Nilai / Vektor

Eigen

3.1.1. Faktorisasi Schur

Definisi 3.1. [2] Matriks bujursangkar An×n disebut uniter jika A∗A = AA∗ = I,

yaitu jika A∗ = A−1.

Suatu matriks A dikatakan uniter jika vektor-vektor kolom membentuk him-

punan ortonormal. [7]

Teorema 3.2. [7] (Teorema Schur) untuk setiap matriks A yang berukuran n ×
n, terdapat matriks uniter U sehingga U∗AU adalah matriks segitiga atas (upper

triangular).

Bukti. Pembuktian dilakukan dengan melakukan induksi terhadap n.

Hasilnya jelas jika n = 1. Asumsikan bahwa hipotesis tersebut berlaku untuk ma-

triks k × k.

Selanjutnya misalkan A adalah suatu matriks (k+1)×(k+1). Misalkan λ1 adalah

nilai eigen dari matriks A dan w1 adalah vektor eigen dari λ1. Dengan menggunakan

proses Gram-Schmidt, susun w2, · · · ,wk+1 sedemikian sehingga {w1, · · · ,wk+1}
adalah suatu basis ortonormal. Misalkan W adalah suatu matriks yang vektor kolom

ke-i nya adalah wi untuk i = 1, · · · , k+1. Jadi, dengan susunan ini,W adalah uniter.

Kolom pertama dari W ∗AW akan menjadi W ∗Aw1, dimana W ∗Aw1 = λ1W
∗w1 =

λ1e1. Jadi W ∗AW adalah suatu matriks berbentuk
λ x x · · · x
0

: M

0


dimana M adalah suatu matriks k × k.

Berdasarkan hipotesis induksi, terdapat suatu matriks uniter V1 yakni k x k,

sedemikian sehingga V ∗1 MV1 = T1, dimana T1 adalah matriks segitiga. Misalkan

V =


1 0 · · · 0

0

: V1
0

, dimana V adalah uniter dan

V ∗W ∗AWV =


λ1 x · · · x

0

: V ∗1 MV1
0

 =


λ1 x · · · x
0

: T1
0

 = T .

Misalkan U = WV . Matriks U adalah uniter, karena
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U∗U = (WV )∗WV = V ∗W ∗WV = I, dan U∗AU = T .

Faktorisasi A = UTU∗ seringkali dirujuk sebagai faktorisasi Schur dari A. Pada

kasus dimana matriks A adalah hermite, maka matriks T akan menjadi matriks

diagonal.

3.1.2. Faktorisasi Nilai Singular

Teorema 3.3. Jika suatu matriks A mempunyai nilai singular taknol r, σ1 ≥ σ2 ≥
· · · ≥ σr > 0 dengan σr+1 = · · · = σn = 0, maka rank A = r.

Bukti. Misalkan {v1, v2, · · · , vn} suatu basis ortonormal dari Rn dari vektor eigen

ATA, mengakibatkan bahwa nilai-nilai eigen dari ATA memenuhi λ1 ≥ λ1 ≥ · · · ≥
λn, maka untuk i 6= j

(Av i)
T (Av j) = vTi ATAv j = vTi (λjv j) = 0

karena v i dan λjv j ortogonal, dengan demikian {Av1 · · · ,Avn} adalah himpunan

ortogonal. Misalkan r banyaknya nilai singular taknol dari A, maka r merupakan

banyaknya nilai eigen taknol dari ATA. Diketahui bahwa Av i 6= 0 jika dan hanya

jika 1 ≤ i ≤ r, maka {Av1 · · · ,Avr} adalah bebas linear dan jelas pada Col A.

Selanjutnya untuk setiap y pada Col A, y = Ax , misalkan x = c1v1 + · · ·+ cnvn.

Maka

y = Ax = c1Av1 + · · ·+ crAvr + cr+1Avr+1 + · · ·+ cnAvn

= c1Av1 + · · ·+ crAvr + 0 + · · ·+ 0

Sehingga y pada Span{Av1 · · · ,Avr}, yang menunjukkan bahwa {Av1 · · · ,Avr}
adalah basis ortogonal untuk Col A. Oleh karena itu rank(A) = r.

Faktorisasi dari A melibatkan suatu matriks Σm×n dengan bentuk

Σ =

[
D 0

0 0

]
dimana D adalah matriks diagonal berukuran r × r.

Teorema 3.4. [6] Jika A matriks m× n dengan rank r, maka terdapat matriks

Σm×n, dimana elemen diagonal di D adalah nilai singular dari A, yaitu σ1 ≥ σ2 ≥
· · · ≥ σr > 0, terdapat matriks Um×m dan Vn×n ortogonal, sedemikian sehingga

A = UΣV T

Bukti. Misalkan λi dan vi adalah seperti bukti pada Teorema 3.3, maka σi =√
λi = ‖Avi‖ > 0 untuk 1 ≤ i ≤ r,dan {Av1, Av2, · · · , Avr} adalah basis ortogonal

dari Col A. Untuk 1 ≤ i ≤ r, didefinisikan

ui = 1
‖Avi‖ Avi=

1
σi
Avi

sehingga
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Avi = σiui, 1 ≤ i ≤ r.

Lalu {u1, · · · , ur} adalah basis ortonormal dari kolom A. Perluas himpunan

{u1, . . . , ur} ke suatu basis ortonormal {u1, . . . ,um} dari Rm, dan misal

U = [u1 u2 . . . um] dan V = [v1 v2 . . . vn]

maka U dan V matriks ortogonal. Perhatikan hubungan berikut :

AV = [Av1 . . . Avr 0 . . . 0] = [σ1u1 . . . σrur 0 . . . 0]

misal D diagonal matriks denga elemen σi . . . σr, dan Σ maka

UΣ = [u1 u2 . . . um]



σ1 0 0

σ2
. . .

0 σr

0 0


= [σ1u1 · · ·σrur 0 · · · 0] = AV,

dimana V matriks ortogonal, UΣV T = AV V T = A.

Teorema tersebut juga menyatakan bahwa matriks Am×n dapat dinyatakan se-

bagai faktorisasi matriks yaitu U , Σ dan V .

Matriks Σ merupakan matriks diagonal dengan elemen diagonalnya berupa nilai-

nilai singular matriks A, sedangkan matriks U dan V merupakan matriks-matriks

yang kolom-kolomnya berupa vektor singular kiri dan vektor singular kanan dari

matriks A untuk nilai singular yang bersesuaian.

3.2. Faktorisasi Matriks Tanpa Menggunakan Nilai Eigen

3.2.1. Faktorisasi LU

Faktorisasi LU merupakan salah satu faktorisasi tanpa menggunakan nilai eigen.

Dengan menggunakan eliminasi Gauss suatu sistem linear dapat dipecah dengan

mengoperasikan matriks yang diperbesar secara sistematis. Pada bagian ini di-

dasarkan atas pemfaktoran matriks koefisien ke dalam hasil kali matriks segitiga

atas dan segitiga bawah.

Teorema 3.5. [1] Jika matriks An×n dapat direduksi terhadap bentuk eselon baris

U tanpa menggunakan pertukaran baris, maka A dapat difaktorkan sebagai A = LU

dimana L adalah matriks segitiga bawah.

Bukti. Anggap bahwa matriks A yang berukuran n × n telah direduksi menjadi

bentuk eselon baris U dengan sebuah urutan operasi elementer. Masing-masing

operasi ini dapat dipecah dengan mengalikan pada bagian kiri dengan matriks ele-

menter yang tepat. Jadi, dapat dicari matriks elementer E1, E2, · · · , Ek sedemikian

sehingga

Ek · · ·E2E1A = U. (3.1)
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Invers dari matriks elementer E1, E2, . . . , Ek dapat dikalikan dengan kedua ruas

pada bagian kiri dari persamaan (3.1) sedemikian sehingga

A = E−11 E−12 · · ·E
−1
k U .

Matriks L didefinisikan oleh

L = E−11 E−12 · · ·E
−1
k ,

yang merupakan segitiga bawah yang juga menetapkan bahwa tidak ada pertukaran

baris yang digunakan dalam mereduksi A ke U . Dengan demikian diperoleh

A = LU ,

yang merupakan faktorisasi matriks A ke dalam hasil kali matriks segitiga bawah

dan matriks segitiga atas.

3.2.2. Faktorisasi Cholesky

Teorema 3.6. [5] Jika A matriks riil, simetrik, dan matriks definit positif, maka

A mempunyai faktorisasi unik, A = LLT dimana L adalah segitiga bawah dengan

suatu diagonal positif.

Bukti. Misalkan matriks A simetrik dan definit positif, berarti A = AT dan deter-

minan dari matriks A besar dari 0 maka matriks A adalah nonsingular. Teorema

3.5 menunjukkan bahwa A mempunyai faktorisasi LU . Karena A simetrik maka,

LU = A = AT = UTLT , (3.2)

berarti,

U(LT )−1 = L−1UT . (3.3)

Ruas kiri dari pesamaan (3.3) adalah segitiga atas, sedangkan ruas kanan dari

persamaan (3.3) adalah segitiga bawah. Akibatnya ada matriks diagonal D sehingga

U(LT )−1 = D. Oleh karena itu U = DLT dan A = LDLT . D adalah definit

positif, dan dengan demikian entri d11 positif. Mariks diagonal yang entri diagonal

utamanya adalah
√
dii dinotasikan de-ngan D1/2, maka A = L1L

T
1 dimana L1 =

LD1/2. Ini merupakan faktorisasi Cholesky.

4. Kesimpulan

Pada makalah ini telah dibahas beberapa contoh faktorisasi matriks dengan ni-

lai/vektor eigen dan tanpa nilai/vektor eigen, sehingga kesimpulan yang didapat

sebagai berikut.

(1) Faktorisasi matriks dengan menggunakan nilai eigen yaitu:

(a) Faktorisasi Schur.

Pada faktorisasi Schur matriks A harus berukuran n×n. Bentuk faktorisasi

schur adalah A = UTU∗.



248 Nevi Nurmalasari dkk.

(b) Faktorisasi Nilai Singular.

Pada faktorisasi nilai singular matriks A berukuran m×n. Bentuk faktorisasi

nilai singular adalah A = UΣV T .

(2) Menfaktorisasi matriks tanpa menggunaka nilai eigen yaitu:

(a) Faktorisasi LU .

Pada faktorisasi LU matriks A berukuran n × n. Bentuk faktorisasi LU

adalah A = LU .

(b) Faktorisasi Cholesky.

Pada faktorisasi cholesky Matriks A harus marupakan matriks simetris.

Bentuk faktorisasi cholesky adalah A = L1L
T
1 .
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