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Abstrak. Teorema pembagian terdapat pada himpunan bilangan bulat Z dan dapat
diperluas pada ring polinomial R[X]. Dengan R yang suatu ring komutatif, R[X] =

{anXn+an−1Xn−1+· · ·+a1X+a0 | ai ∈ R, n adalah bilangan bulat non-negatif }meru-

pakan himpunan yang memuat semua polinomial atas R dalam variabel tak tentu X.
Pada penelitian ini dikaji Teorema pembagian pada ring polinomial R[X] dan bagaimana

suatu polinomial pada ring polinomial R[X] terevaluasi di r ∈ R.

Kata Kunci : Ring, Polinomial, Ring Polinomial R[X], Evaluasi, Homomorfisma

1. Pendahuluan

Pada operasi pembagian himpunan bilangan bulat Z terdapat suatu Teorema Pem-

bagian (Division Theorem) [3]. Teorema ini terkait dengan suatu bilangan bulat

yang jika dibagi dengan bilangan bulat lain akan memiliki hasil bagi dan sisa,

sedemikian sehingga a = bq + r dengan 0 6 r < |b| dimana a, b ∈ Z. Pada teorema

ini, q adalah hasil bagi bilangan bulat a oleh bilangan bulat b dan r adalah sisa dari

pembagian tersebut, nilai q dan r tunggal di Z.

Ring merupakan suatu himpunan tak kosong dengan dua operasi biner yaitu

penjumlahan dan perkalian yang memenuhi beberapa aksioma. Ring dinotasikan

dengan R. Suatu ring R dikatakan ring komutatif jika a · b = b · a, untuk setiap a,

b ∈ R [8].

Suatu fungsi f(x) disebut polinomial apabila f(x) dapat ditulis sebagai f(x) =

a0 + a1x + a2x
2 + · · · + anx

n dimana n suatu bilangan bulat non-negatif dan

a0, a1, a2, · · · , an adalah koefisien dari f(x). Koefisien a0, a1, a2, · · · , an merupakan

elemen-elemen dari suatu himpunan.

Jika R suatu ring komutatif, maka ring polinomial R[X] merupakan himpunan

yang memuat semua polinomial dalam variabel tak tentu X, yang koefisien-koefisien

untuk setiap polinomialnya berada di R.

Oleh karena itu, pada penelitian ini akan dijelaskan bagimana Teorema Pemba-

gian itu juga berlaku pada ring polinomial R[X] dan bagaimana suatu polinomial

pada ring polinomial R[X] tersebut terevaluasi di r ∈ R.
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2. Landasan Teori

2.1. Pembagi Persekutuan Terbesar (Greatest Common Divisor)

Definisi 2.1. [4] Misalkan a, b ∈ Z, dengan a 6= 0, dikatakan a membagi habis b

jika terdapat suatu elemen c ∈ Z, sedemikian sehingga b = ac.

Simbol :

(1) Jika a membagi habis b, maka ditulis dengan a | b.

(2) Jika a tidak membagi habis b, maka ditulis dengan a - b.

Definisi 2.2. [4] Misalkan a, b ∈ Z \{0}, terdapat d ∈ Z+ yang tunggal,

d dikatakan pembagi persekutuan terbesar(greatest common divisor) dari a dan b

jika memenuhi sifat berikut :

(1) d | a dan d | b.

(2) Jika c | a dan c | b, maka c | d.

Jika d pembagi persekutuan terbesar dari a dan b, maka disimbolkan dengan ppb(a,b)

atau gcd(a,b).

2.2. Fungsi

Definisi 2.3. [1] Misalkan A dan B adalah dua himpunan tak kosong, f dikatakan

suatu fungsi dari A ke B jika setiap unsur di A dipetakan secara tunggal ke suatu

unsur di B, ditulis f : A → B. Apabila f memetakan suatu x ∈ A ke suatu y ∈ B

maka y disebut peta dari x, ditulis dengan f : x 7→ y , sedangkan x disebut prapeta

dari y. Himpunan A dinamakan daerah asal (domain) dari fungsi f dan himpunan

B dinamakan daerah kawan (kodomain) dari fungsi f tersebut.

Definisi 2.4. [1] Misalkan f : A → B suatu fungsi dari A ke B.

(1) Injektif (Satu-satu)

Fungsi f dikatakan injektif (satu-satu) jika untuk setiap x1 dan x2 di A dengan

x1 6= x2 maka f(x1) 6= f(x2).

(2) Surjektif (Pada)

Fungsi f dikatakan surjektif (pada) jika f(A) = B , yang berarti daerah hasil

R(f) = B.

(3) Bijektif (korespondensi satu-satu)

Fungsi f dikatakan bijektif jika f injektif dan surjektif.

2.3. Well-Ordering Principle (Prinsip Terurut dengan Baik)

Definisi 2.5. [2] Jika S adalah himpunan bilangan bulat non-negatif dan S tak

kosong, maka S memuat elemen terkecil, yaitu terdapat bilangan bulat a ∈ S

sedemikian sehingga a 6 b untuk setiap b ∈ S.
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2.4. Ring

Definisi 2.6. [8] Himpunan tak kosong R dikatakan suatu ring jika pada R terdapat

dua operasi yang dinyatakan dengan ” + ” dan ” · ” , sedemikian sehingga untuk

setiap a , b , c ∈ R berlaku :

(1) a+ b ∈ R,

(2) a+ b = b+ a,

(3) (a+ b) + c = a+ (b+ c),

(4) Terdapat sebuah 0 di R sehingga a+ 0 = a (untuk setiap a ∈ R),

(5) Terdapat sebuah −a ∈ R sehingga a+ (−a) = 0,

(6) a · b ∈ R,

(7) (a · b) · c = a · (b · c),
(8) a · (b+ c) = a · b+ a · c dan (a+ b) · c = a · c+ b · c.

Definisi 2.7. [8] Suatu ring R dikatakan ring dengan unsur satuan, jika terdapat

1 ∈ R sedemikian sehingga a · 1 = 1 · a = a, ∀a ∈ R.

Definisi 2.8. [8] Suatu ring R dikatakan ring komutatif jika a · b = b · a,∀ a, b ∈ R.

Definisi 2.9. [8] Jika R suatu ring komutatif, maka a 6= 0 ∈ R dikatakan pembagi

nol, jika terdapat b ∈ R dengan b 6= 0 sedemikian sehingga ab = 0.

Definisi 2.10. [8] Suatu ring komutatif R dikatakan daerah integral, jika R tidak

mempunyai pembagi nol.

Definisi 2.11. [9] Misalkan R suatu ring, S ⊆ R , dan S 6= ∅. S disebut subring

dari R jika S dengan operasi biner penjumlahan dan perkalian yang sama dengan

R juga merupakan ring.

Definisi 2.12. [8] Pemetaan φ dari ring R ke ring R dikatakan suatu homomor-

fisma ring jika :

(1) φ (a+ b) = φ(a) + φ(b)

(2) φ (a.b) = φ(a) · φ(b)

untuk setiap a , b ∈ R.

2.5. Ring Polinomial

Definisi 2.13. [10] Suatu polinomial dalam variabel tak tentu x adalah jumlah

hingga dari monomial dengan derajat berbeda. Polinomial dalam variabel tak tentu

x dinotasikan dengan f(x), g(x), h(x), dan sebagainya. Suatu fungsi f(x) disebut

polinomial apabila f(x) dapat ditulis sebagai

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n

dimana n suatu bilangan bulat non-negatif dan a0, a1, a2, · · · , an adalah koefisien

dari f(x). Koefisien a0, a1, a2, · · · , an merupakan elemen-elemen dari suatu him-

punan. Suku a0 disebut suku konstanta dari polinomial. Suku anx
n(an 6= 0) disebut
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suku utama, koefisiennya disebut koefisien utama dan derajatnya disebut derajat

dari polinomial. Derajat dari f(x) dinotasikan dengan deg(f(x)).

Definisi 2.14. [6] Misal R suatu ring komutatif.

R[X] = {anXn+an−1X
n−1+· · ·+a1X+a0|ai ∈ R,nadalahbilanganbulatnon−negatif}.

merupakan himpunan yang memuat semua polinomial atas R dalam variabel tak

tentu X. Dua elemen

anX
n + an−1X

n−1 + · · ·+ a1X + a0
dan

bmX
m + bm−1X

m−1 + · · ·+ b1X + b0
di R[X] dianggap sama jika dan hanya jika ai = bi untuk semua bilangan bulat

non-negatif i.

Definisi 2.15. [6] Penjumlahan dan perkalian pada R[X]

Misal R suatu ring komutatif dan misalkan f [X], g[X] ∈ R[X] dengan

f(X) = anX
n + an−1X

n−1 + · · ·+ a1X + a0,

g(X) = bmX
m + bm−1X

m−1 + · · ·+ b1X + b0.

Maka

f(X) + g(X) = (as + bs)X
s + (as−1 + bs−1)Xs−1 + · · ·+ (a1 + b1)X + a0 + b0,

s = max{m,n}
f(X)g(X) = cm+nX

m+n + cm+n−1X
m+n−1 + · · ·+ c1X + c0,

ck = akb0 + ak−1b1 + · · ·+ a1bk−1 + a0bk, k = 0, · · · ,m+ n.

Proposisi 2.16. [7] Untuk setiap f(X), g(X) 6= 0 ∈ R[X] berlaku :

(1) Jika deg(f(X)) 6= deg(g(X)), maka deg(f(X) + g(X)) =

max(deg(f(X)), deg(g(X))).

(2) Jika R tidak mempunyai pembagi nol, maka deg(f(X)g(X)) = deg(f(X)) +

deg(g(X)).

2.6. Teorema Pembagian pada Z

Teorema 2.17. [3] Untuk sebarang a, b ∈ Z, dengan b 6= 0, terdapat q ∈ Z dan r

∈ Z yang tunggal, sedemikian sehingga

a = bq + r, dengan 0 ≤ r < |b|.

Salah satu penggunaan dari Teorema Pembagian pada himpunan bilangan bulat

Z adalah untuk menentukan gcd (greatest common divisor), yaitu pada saat r =

0 atau dengan kata lain a habis dibagi oleh b karena sisa pembagian adalah 0.

Selanjutnya, teorema pembagian ini diperluas pada ring polinomial R[X].
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3. Pembahasan

3.1. Teorema Pembagian pada Ring Polinomial R[X]

Teorema 3.1. [5] Himpunan R[X] dari semua polinomial dalam variabel tak tentu

X dengan koefisiennya dalam suatu ring R, membentuk ring terhadap operasi pen-

jumlahan dan perkalian polinomial. Jika R komutatif, maka R[X] juga komutatif

dan jika R mempunyai unsur satuan 1, maka 1 juga unsur satuan untuk R[X].

Teorema 3.2. [3] Untuk sebarang f(X) dan g(X) ∈ R[X], dengan g(X) 6= 0, ter-

dapat q(X) dan r(X) ∈ R[X] yang tunggal, sedemikian sehingga

f(X) = g(X)q(X) + r(X)

dengan r(X) = 0 atau deg(r(X)) < deg(g(X)).

3.2. Evaluasi

Definisi 3.3. [7] Misalkan A ∈ R[X] dengan A = anX
n +an−1X

n−1 + · · ·+a1X+

a0. Untuk setiap A ∈ R[X], A dikatakan terevaluasi di r ∈ R jika

A(r) = anr
n + an−1r

n−1 + · · ·+ a1r + a0 ∈ R.

Proposisi 3.4. [7] Jika R komutatif , maka evaluasi di r ∈ R adalah suatu ho-

momorfisma dari R[X] ke R. Lebih umumnya, jika R adalah suatu subring dari S

dan s ∈ S komutatif dengan setiap elemen di R, maka evaluasi di s adalah suatu

homomorfisma dari R[X] ⊆ S[X] ke S.

4. Kesimpulan

Berikut merupakan kesimpulan berdasarkan hasil pembahasan :

(1) Jika pada himpunan bilangan bulat Z berlaku Teorema Pembagian sebagai

berikut: untuk sebarang a, b ∈ Z, dengan b 6= 0, terdapat tunggal q ∈ Z dan

r ∈ Z, sedemikian sehingga a = bq + r dengan 0 6 r < |b| ; maka pada ring

polinomial R[X] juga berlaku Teorema Pembagian yang analog dengan Teorema

Pembagian pada himpunan bilangan bulat Z, sehingga dapat diperoleh sebagai

berikut : untuk sebarang f(X) dan g(X) ∈ R[X], dengan g(X) 6= 0, terdapat

tunggal q(X) dan r(X) ∈ R[X], sedemikian sehingga f(X) = g(X)q(X)+r(X)

dengan r(X) = 0 atau deg(r(X)) < deg(g(X)).

(2) Misalkan A ∈ R[X] dengan A = a0+a1X+ · · ·+an−1X
n−1+anX

n. Polinomial

A dapat dievaluasi di r ∈ R jika A ∈ R[X] dan r ∈ R sedemikian sehingga

A(r) = a0 + a1r + · · ·+ an−1r
n−1 + anr

n ∈ R.

(3) Jika R komutatif, maka evaluasi di r ∈ R adalah suatu homomorfisma dari

R[X] ke R.
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