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Abstrak. Misalkan G adalah grup perkalian, dan X adalah grup Abelian terhadap op-
erasi penjumlahan. Misalkan µ : G → Aut(X) adalah homomorfisma grup. Semidirect

products dari X dan G relatif ke µ didefinisikan sebagai XoµG = {(x, a) | x ∈ X, a ∈ G},
dengan operasi (x1, a1)(x2, a2) = (x1+µ(a1)[x2], a1a2), untuk x1, x2 ∈ X dan a1, a2 ∈ G.

Tulisan ini membahas bagaimana hubungan semidirect products dengan homomorfisma

grup dan sifat-sifat semidirect products.

Kata Kunci : Grup, Subgrup, Subgrup Normal, Homomorfisma, Isomorfisma, Semidirect

Products

1. Pendahuluan

Himpunan tak kosong G membentuk sebuah grup jika di G didefinisikan suatu

operasi biner “∗” sedemikian sehingga himpunan G dengan operasi biner “∗”

memenuhi sifat tertutup dan asosiatif. Kemudian di G terdapat unsur identitas

terhadap operasi biner “∗”, dan setiap unsur di G mempunyai invers.

Semidirect products atau biasa dikenal dengan hasil kali semi langsung meru-

pakan perluasan dari direct products. Ada dua konsep yang berkaitan erat dengan

semidirect products yaitu inner semidirect product dan outer semidirect product.

Pada makalah ini dimisalkan G adalah grup terhadap operasi perkalian dan

X adalah grup abelian terhadap operasi penjumlahan, dan µ suatu pemetaan

homomorfisma dari G ke Aut(X), maka akan dijelaskan bagaimana hubungan

semidirect products dengan homomorfisma grup dan sifat-sifat semidirect products

dari X dan G relatif ke µ.

2. Landasan Teori

2.1. Grup Dan Subgrup

Definisi 2.1. [4] Suatu himpunan tidak kosong G dikatakan suatu grup jika pada

G dapat didefinisikan suatu operasi, ditulis “∗” sedemikian sehingga :

(1) Untuk setiap a, b ∈ G berlaku a ∗ b ∈ G (Sifat Tertutup).
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(2) Untuk setiap a, b, c ∈ G berlaku a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c (Sifat Asosiatif).

(3) Terdapat suatu unsur di G yang dilambangkan dengan e, sehingga untuk setiap

a ∈ G berlaku a ∗ e = e ∗ a = a (Keberadaan Unsur Identitas).

(4) Untuk setiap a ∈ G, terdapat suatu unsur a−1 ∈ G, sehingga berlaku a ∗ a−1 =

a−1 ∗ a = e (Keberadaan Unsur Invers).

GrupG dengan operasi biner “∗” dapat ditulis sebagai (G, ∗). Untuk selanjutnya,

dalam tulisan ini a ∗ b ditulis ab, untuk setiap a, b ∈ G.

Definisi 2.2. [4] Suatu grup G disebut grup abelian (grup komutatif) jika untuk

setiap a, b ∈ G berlaku ab = ba.

Lema 2.3. [4] G adalah grup, maka

(1) Unsur identitas di G adalah tunggal.

(2) Setiap a ∈ G memiliki invers tunggal di G.

(3) Untuk setiap a ∈ G, (a−1)−1 = a.

(4) Untuk semua a, b ∈ G, (a · b)−1 = b−1 · a−1.

Definisi 2.4. [4] Suatu himpunan bagian tak kosong H dari G dikatakan subgrup

dari G jika dengan operasi biner yang sama dengan G maka H juga membentuk

grup.

Lema 2.5. [4] Suatu himpunan bagian tak kosong H dari G adalah subgrup dari

G, jika dan hanya jika :

(1) Untuk setiap a, b ∈ H, berlaku ab ∈ H.

(2) Untuk setiap a ∈ H, berlaku a−1 ∈ H.

2.2. Koset

Definisi 2.6. [1] Misalkan H subgrup dari G, dan a ∈ G :

Ha = { ha|h ∈ H }

disebut koset kanan dari H oleh a dan,

aH = { ah|h ∈ H }

disebut koset kiri dari H oleh a.

2.3. Subgrup Normal dan Grup Faktor

Definisi 2.7. [4] Suatu subgrup N dari G dikatakan subgrup normal dari G jika

untuk setiap g ∈ G dan n ∈ N berlaku gng–1 ∈ N .

Teorema 2.8. [2] Misalkan H subgrup dari grup G, maka perkalian koset kiri yaitu

dengan persamaan

(aH)(bH) = (ab)H

terdefinisi dengan baik jika dan hanya jika koset kiri dan koset kanan sama,

sedemikian sehingga aH = Ha untuk semua a ∈ G.
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2.4. Isomorfisma

Definisi 2.9. [4] Suatu pemetaan φ dari grup G ke grup G
′

(φ : G→ G
′
) dikatakan

homomorfisma jika untuk semua a, b ∈ G

φ(ab) = φ(a)φ(b).

Lema 2.10. [4] Misalkan G adalah suatu grup, N adalah subgrup normal dari G.

Didefinisikan φ suatu pemetaan dari G ke G/N oleh φ(x) = Nx, untuk semua

x ∈ G, Maka φ adalah homomorfisma dari G pada G/N.

Definisi 2.11. [4] Jika φ adalah homomorfisma dari G ke G
′
. Kernel φ didefin-

isikan dengan Ker(φ) = {x ∈ G|φ(x) = e
′
, e

′
= identitas unsur di G′}.

Lema 2.12. [4] Jika φ adalah pemetaan homomorfisma dari G ke G
′

maka:

(1) φ(e) = e
′
, e

′
suatu unsur identitas dari G

′
.

(2) φ(x−1) = φ(x)−1, untuk semua x ∈ G.

Definisi 2.13. [4] Suatu pemetaan f : A → B dikatakan pemetaan satu-satu jika

untuk setiap unsur x1 dan x2 dipetakan sama oleh f , yaitu f(x1) = f(x2) berlaku

x1 = x2.

Definisi 2.14. [4] Suatu pemetaan f : A→ B dikatakan pemetaan pada jika untuk

setiap unsur y ∈ B terdapat unsur x ∈ A yang memenuhi f(x) = y.

Lema 2.15. [4] Jika φ adalah pemetaan homomorfisma dari G ke G
′

dengan kernel

K, maka K adalah subgrup normal dari G.

Teorema 2.16. [6] Pemetaan f memiliki invers jika dan hanya jika f satu-satu dan

pada.

Definisi 2.17. [4] Suatu homomorfisma φ dari G ke G
′

dikatakan suatu isomor-

fisma jika φ satu-satu dan φ pada .

Definisi 2.18. [4] Dua grup G, G’ dikatakan isomorfik jika terdapat suatu isomor-

fisma dari G pada G’. G yang isomorfik ke G’ dinotasikan dengan G ≈ G’.

Teorema 2.19. [6] Suatu homomorfisma f : G → G′ adalah satu-satu jika dan

hanya jika Ker(f) = {e|e ∈ G}.

Teorema 2.20. [4] (Teorema Pertama Isomorfisma) Misalkan f suatu ho-

momorfisma dari G pada G
′

dengan kernel Kf , maka G/Kf
∼= G

′
.

3. Pembahasan

Definisi 3.1. [5] Misalkan G adalah grup dengan subgrup K dan N, sehingga

(i) K adalah subgrup normal di G.

(ii) N ∩K = {e}.
(iii) NK = G, dengan NK = {nk|n ∈ N, k ∈ K}.
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Maka G disebut semidirect products dari K dan N.

Definisi 3.2. [4] Suatu isomorfisma dari G ke G sendiri disebut dengan automor-

fisma.

Teorema 3.3. [6] Misalkan G suatu grup. Aut(G) merupakan notasi dari him-

punan semua automorfisma dari G, maka Aut(G) suatu grup terhadap pemetaan

komposisi.

Definisi 3.4. [5] Misalkan G adalah grup perkalian, dan X adalah grup Abelian

terhadap penjumlahan. Misalkan µ : G → Aut(X) adalah homomorfisma grup.

”Semidirect products” dari X dan G relatif ke µ didefinisikan sebagai

X oµ G = {(x, a) | x ∈ X, a ∈ G},

dengan operasi (x1, a1)(x2, a2) = (x1 + µ(a1)[x2], a1a2), untuk x1, x2 ∈ X dan

a1, a2 ∈ G.

Teorema 3.5. [5] Misalkan G suatu grup terhadap operasi perkalian, X suatu grup

abelian terhadap operasi penjumlahan dan µ : G→ Aut(X) adalah grup homomor-

fisma, maka

(a) semidirect product X oµ G suatu grup.

(b) Himpunan K = {(x, a) ∈ X oµ G|x = 0} subgrup dari X oµ G yang isomorfik

ke G.

(c) Himpunan N= {(x, a) ∈ X oµ G|a = e} subgrup normal dari X oµ G yang

isomorfik ke X dan (X oµ G)/N yang isomorfik ke G.

4. Kesimpulan

Berdasarkan uraian sebelumnya, dapat disimpulkan sebagai berikut:

(1) Misalkan G suatu grup. Aut(G) merupakan notasi dari himpunan semua auto-

morfisma dari G, maka Aut(G) suatu grup terhadap pemetaan komposisi.

(2) Semidirect product X oµ G suatu grup.

(3) Himpunan K = {(x, a) ∈ X oµ G|x = 0} subgrup dari X oµ G, K isomorfik

ke G.

(4) Himpunan N= {(x, a) ∈ X oµ G|a = e} subgrup normal dari X oµ G yang

isomorfik ke X dan (X oµ G)/N yang isomorfik ke G.
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