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Abstrak. Permukaan di R? adalah bagian dari R? yang terlihat seperti potongan R2
di sekitar titik tertentu. Jika untuk setiap titik p di suatu permukaan, terdapat suatu
homeomorfisma antara lingkungan di R3 yang memuat p dan suatu himpunan buka
di R2? serta turunannya di suatu titik bersifat satu-satu, maka permukaan tersebut
adalah permukaan regular. Jika terdapat dua permukaan regular atau lebih, maka dapat
dikonstruksi suatu pemetaan antara kedua permukaan regular tersebut. Pemetaan yang
dimaksud adalah pemetaan terdiferensial.Untuk lebih memahami apa itu permukaan
terdiferensial pada permukaan regular, pada makalah ini akan dijelaskan definisi dan
beberapa sifat pemetaan terdiferensial pada permukaan regular di R3 beserta contoh.

Kata Kunci: Terdiferensial, Pemetaan, Permukaan Regular

1. Pendahuluan

Geometri Diferensial pada dasarnya merupakan cabang Matematika yang mem-
pelajari lengkungan, permukaan serta umumnya ruang analitik (manifold) yang
berdimensi lebih tinggi dan sejenis ataupun beranalogi dengan permukaan[3]. Pada
geometri diferensial, terdapat dua objek penting yaitu lengkungan dan permukaan.
Pada penelitian kali ini, difokuskan untuk membahas permukaan, tepatnya per-
mukaan regular.

Permukaan di R? adalah bagian dari R? yang terlihat seperti potongan R? di
sekitar titik tertentu. Sama seperti permukaan bumi, meskipun sebenarnya tampak
hampir bulat, namun jika diperhatikan maka akan terlihat seperti bidang datar.
Jika untuk setiap titik di suatu permukaan, terdapat lingkungan di R? dan suatu
pemetaan yang bersifat terdiferensial, homeomorfisma, dan turunannya di suatu
titik bersifat satu-satu, maka permukaan tersebut adalah permukaan regular.

Jika terdapat dua permukaan regular atau lebih, maka dapat dikonstruksi su-
atu pemetaan antara kedua permukaan regular tersebut. Salah satu implikasi yang
diperoleh dari konsep ini adalah equivalensi antara permukaan regular yang dikenal
dengan difeomorfisma.



2 Abrar Zulkamar dkk

Konsep kekontinuan dan keterdiferensialan merupakan hal yang penting dalam
kalkulus baik satu variabel maupun beberapa variabel. Pada makalah ini dibahas
bagaimana konsep keterdiferensialan pada suatu permukaan regular.

2. Landasan Teori

2.1. Kekontinuan di R™

Definisi 2.1. [1] Suatu pemetaan F : U C R™ — R" dikatakan kontinu di p € U
jika diberikan € > 0, terdapat § > 0 sedemikian sehingga

F(B(p,0)) € B(F(p),e).
Kemudian pemetaan F' dikatakan kontinu jika F' kontinu pada setiap titik di U.

Definisi 2.2. [1] Misalkan pemetaan F : U C R™ — R", dikatakan homeomorfisma
jika F kontinu dan F~1: F(U) C R™ — R™ juga kontinu. Kemudian U dan F(U)
disebut homeomorfik.

2.2. Keterdiferensialan di R™

Definisi 2.3. [1] Pemetaan F : U C R™ — R", dimana U suatu himpunan buka di
R™, maka F terdiferensial di p = (21,22, ,&m) € U jika setiap fungsi komponen
F(p) terdiferensial di p, yaitu

F(I‘l, e 7Im) = (fl(xlv' o axm)a e 7fn(x17' o 7$7n));
dimana fungsi f;, i =1,--- ,n, memiliki turunan parsial yang kontinu di p.

Proposisi 2.4. [1] Aturan Rantai untuk Pemetaan Misalkan : U C R™ — R"
dan G : 'V C R™ — RF adalah pemetaan terdiferensial, dimana U dan V adalah
himpunan buka, sedemikian sehingga F(U) C V. Kemudian Go F : U — R¥ adalah
pemetaan terdiferensial, dan

d(G o F)p = dGpp) o dFy, peU.

Definisi 2.5. [3] Jika U,V C R™ buka dan F : U — V, maka F disebut difeo-
morfisma jika F terdiferensial dan mempunyai invers F~' : V. — U yang juga
terdiferensial. Kemudian U dan V' dikatakan difeomorfik.

Teorema 2.6. [1] (Teorema Fungsi Invers) Misalkan F : U C R™ — R™
adalah pemetaan terdiferensial dan misalkan untuk p € U, dF,, adalah isomorfisma.
Maka terdapat suatu lingkungan V' dari p di U dan suatu lingkungan W dari F(p)
di R™ sedemikian sehingga F : V. — W mempunyai invers yaitu F~1 : W = V
yang terdiferensial.

Bukti. Lihat [1] |
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2.3. Permukaan Regular

Definisi 2.7. [1] Himpunan S C R? disebut suatu permukaan reqular jika untuk
setiap p € S, terdapat lingkungan V di R® dan suatu pemetaan x: U — V NS dari
himpunan buka U C R? pada V NS C R3, sedemikian sehingga

(1) x terdiferensial, yaitu didefinisikan sebagai berikut
x(u,v) = (z(u,v), y(u,v), 2(u,v)), (u,v) € U.

dimana fungsi x(u,v),y(u,v), z(u,v) memiliki turunan parsial yang kontinu
pada U.

(2) x:U—=V N S homeomorfisma.

(3) Untuk setiap q € U, diferensial dx, : R* — R?® satu-satu.

Pemetaan x disebut parameterisasi pada lingkungan dari p. Lingkungan V NS dari
p di S disebut lingkungan koordinat.

Contoh 2.8. Akan ditunjukkan suatu silinder vertikal yaitu
C={(z,y,2) eR’ | 2? +y* =1},

adalah suatu permukaan regular. Misalkan suatu parameterisasi x; : U C R2 — R3?
didefinisikan oleh

Xl(y,Z):( 17y27y72)7(yvz)€U7

dimana U = {(y,2) | —1<y<1}.

Pertama akan ditunjukkan kondisi 1 terpenuhi yaitu x; terdiferensial. Jelas y
dan z mempunyai turunan parsial yang kontinu. Misalkan /1 — y2 = z. Perhatikan
bahwa

oz —2y

Ay /1 —y2
adalah fungsi yang kontinu untuk —1 < y < 1. Oleh karena itu, x; terdiferensial
dan kondisi 1 terpenuhi.

Selanjutnya kondisi 3 terpenuhi karena determinan dari salah satu jacobian tidak
sama dengan nol. Kemudian akan dibuktikan kondisi 2 yaitu x; homeomorfisma.
Berdasarkan kondisi 1 dan 3 diketahui bahwa x; terdiferensial dan dx, satu-satu.
Misalkan x; satu-satu dan Xfl adalah restriksi dari proyeksi 7 (x, y, z) = (x, y) pada
himpunan x; (U), maka x; " kontinu pada x; (U). Karena x; (U) hanya menyelimuti
C pada bagian depan, maka dibutuhkan parameterisasi lain sehingga C' terselimuti
secara keseluruhan.

Definisikan

X2(‘T7y) = (_ 1_y2ayaz)a
x3(x,2) = (x,V/1 — 22, 2),
x4(z,2) = (2, —V1 — 22, 2).

Dengan menggunakan cara yang sama seperti pada x; atau X3, diperoleh para-
meterisasi pada bidang (x,y) memenuhi kondisi 1, 2, dan 3 pada Definisi 2.7 serta
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x1(U) sampai x4(U) menyelimuti C secara keseluruhan. Akibatnya, C' adalah suatu
permukaan regular.

3. Pembahasan
3.1. Pemetaan Terdiferensial pada Permukaan Regular

Definisi dari keterdiferensialan dapat diperluas menjadi pemetaan terdiferensial an-
tara permukaan regular.

Definisi 3.1. [1] Misalkan Sy, So suatu permukaan regular. Suatu pemetaan kon-
tinu @ : S1 — S dikatakan terdiferensial di p € S1, jika terdapat himpunan buka
x1(U1) yang memuat p dan himpunan buka x2(Us) yang memuat o(p) dengan

x1:U; cR2 > 5 xg9: Uy CR? — 95,
sedemikian sehingga o(x1(U1)) C x2(Uz), pemetaan
x2_10<pox1 U — Uy
terdiferensial pada Uy .

Contoh 3.2. Suatu pemetaan kontinu ¢ : S? — M, didefinisikan oleh p(z,y,2) =
(za,yb, zc) dimana a,b,c € R. Akan ditunjukkan ¢ terdiferensial di p € S; dengan
menunjukkan x5 Yo @poxy : Uy — U, terdiferensial di U;. Misalkan diberikan
parameterisasi

x1: U4 CRz—)SQ,XgiUQCRQ—)Mg,

dengan x;(x,y) = (z,y,+/1 — (22 + y?)) dimana (z,y) € Uy dan Uy = {(z1,11) €
R? | 2 +y? <1}
Perhatikan bahwa
X3 opoxi(z,y) =% (p(xa(x,y)))
=%y (o2, V/1 — (a2 +9?)))
=%, (za,yb, /1 — (22 + 1))
= (za,ybd).
Jelas za dan xb mempunyai turunan parsial yang kontinu di titik  dan y, maka
(x;lo ¢ o x1) terdiferensial pada U;. Oleh karena itu, ¢ terdiferensial di p € Sj.
Contoh 3.3. Misalkan pemetaan kontinu ¢ : My, — C yang didefinisikan oleh

o(x,y,2) = (z, 2+ y, zz).

Akan ditunjukkan ¢ terdiferensial di p € M, dengan menunjukkan x; Yopox :
Uy — U, terdiferensial di U;. Misalkan diberikan parameterisasi

X1:U1CR2—)M97X2:UQCR2—)C,

dengan x;(z,y) = (z,y,9(z,y)) dan xa(z, 2) = (z,v1 — 22, 2) jika dan hanya jika
x5 (2, V1 — 22, 2) = (2, 2), dimana Uy = {(z, 2) | |z| < 1}.
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Perhatikan bahwa

x; ' o poxi(x,y) = x5 (p(x1(x,9)))
=x; ' (p(z,y,9(x,y)))
=x; ' (z, x + y,zg(x,y))
= (z,29(,y)).

Jelas x dan zg(x,y) terdiferensial di 2 dan y maka (x;l opox) terdiferensial pada
U. Oleh karena itu, ¢ terdiferensial di p € M.

Teorema 3.4. [2] Misalkan @1 : S1 — So dan ps : So — Sy adalah pemetaan ter-
diferensial, dimana S71,S2,S3 suatu permukaan regular. Maka pemetaan komposisi
Y3 = g 01 : 51 — S3 juga terdiferensial.

Bukti. Misalkan S7,S5,S53 suatu permukaan regular dan xi,X9,X3 suatu para-
meterisasi dari S1,.S2, 53 yang didefinisikan oleh

X1ZU1CR2—>51,X2:UQCRQ%SQ,X3:U3CR2—>53,

dimana Uy, Uy, Us himpunan buka di R?. Akan dibuktikan ¢ terdiferensial di S;.

Misalkan ¢ : S1 — Sa, 2 : S — S5 adalah pemetaan terdiferensial dan mis-
alkan p € S;. Karena (5 terdiferensial, maka x5 Lo g 0Xso : Ug — Us terdiferensial.
Karena ¢ terdiferensial, maka x5 1O<p1 oxy : Uy — U terdiferensial dan ¢; kontinu.
Akibat dari ¢, kontinu, ¢ *(x2(Us)) adalah lingkungan dari p € S;, maka terda-
pat himpunan buka x;(U;) C Sy, sedemikian sehingga p € x;(U1) C o7 ' (x2(Uz)).
Kemudian o2 o (¢1(x1(U1))) C w2(x2(U2)) C x3(Us) dan

x3' o (paopr)oxs = (x5 0proxz)o(xy' 0paoxy): U — Us

terdiferensial karena komposisi dari pemetaan terdiferensial. Terbukti (3 terdife-
rensial di S;. O

Contoh 3.5. Misalkan ¢y : S? — M, dan ¢2 : M, — C terdiferensial dengan
v1(z1,y1,21) = (T10,y1b, 21¢) dan pa(x2,Ya, 22) = (T2, T2 + Y2, 2222). Akan ditun-
jukkan @9 0 @1 : 82 — C juga terdiferensial. Karena ¢ dan s terdiferensial maka
berdasarkan Teorema 3.4, @3 o 1 juga terdiferensial.

Misalkan p = (z1,%1,21) € S2. Perhatikan bahwa

w20 91(21,Y1,21) = pa(r10, 91D, 210),

= (z1a, 210 + y1b, (210)(210)).

Karena (z1a,z1a+y1b, (z1¢)(x1a)) mempunyai turunan parsial yang kontinu, maka
g 0 1 terdiferensial.

Teorema fungsi invers dapat diperluas pada pemetaan terdiferensial antara per-
mukaan regular. Hal ini mengakibatkan terdapat suatu sifat dari pemetaan ter-
diferensial antara permukaan regular yaitu difeomorfisma lokal. Untuk itu, di-
definisikan suatu difeomorfisma lokal.
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Definisi 3.6. [1] Misalkan Sy dan Ss adalah permukaan regular. Suatu pemetaan
p:U C S1 — Sq adalah difeomorfisma lokal di p € U jika terdapat suatu lingkungan
V Cc U dip sedemikian sehingga ¢ : V — @(V') adalah difeomorfisma.

Proposisi 3.7. [1] Jika Sy dan S adalah permukaan regular dan ¢ : U C S1 — S
adalah pemetaan terdiferensial pada himpunan buka U C Sy sedemikian sehingga
dy, adalah isomorfisma, maka ¢ adalah difeomorfisma lokal di p.

Bukti. Dengan menggunakan Teorema 2.6, karena ¢ terdiferensial dan de, suatu
isomorfisma maka terdapat lingkungan V' dari p di U dan lingkungan ¢(V') dari ¢(p)
di Sy sedemikian sehingga o : V — (V) terdiferensial dan mempunyai =1 : W —
(V) yang terdiferensial. Karena ¢ dan ¢! terdiferensial maka ¢ difeomorfisma,
sedemikian sehingga ¢ difeomorfisma lokal di p € U. O

Contoh 3.8. Misalkan C' dan S? suatu permukaan regular. Diberikan pemetaan
terdiferensial ¢ : U C C — S?% dengan o(z,y,2) = (x,y,/1 — (22 + 32)) dimana
U= {(z,y,2) | |z| < 1}. Misalkan p € U, akan dibuktikan ¢ difeomorfisma lokal di
peU.

Misalkan p € U. Pertama akan ditunjukkan dey, isomorfisma dengan menun-
jukkan det(dy,) # 0. Karena det(dp(p)) # 0, maka dp(p) satu-satu. Oleh karena
itu, dy, isomorfisma. Berdasarkan Teorema 2.6, ¢ : V' — (V) terdiferensial dan
mempunyai ¢~ : W — (V) yang terdiferensial. Karena ¢ dan ¢! terdiferensial
maka ¢ difeomorfisma, sedemikian sehingga ¢ difeomorfisma lokal di p € U.

4. Kesimpulan

Dari pembahasan pada tugas akhir ini diperoleh kesimpulan yaitu jika diketahui
S1,S52,53 suatu permukaan regular, 1 : S; — Sy dan @y : Sy — S3 yang ter-
diferensial, maka @3 = @g 01 : S1 — S35 juga terdiferensial. Kemudian jika S;
dan S; adalah permukaan regular dan ¢ : U C S; — S adalah pemetaan terdife-
rensial pada himpunan buka U C S; sedemikian sehingga d¢y, adalah isomorfisma,
maka ¢ adalah difeomorfisma lokal di p.
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