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Abstrak. Matriks ortogonal merupakan salah satu bentuk khusus dari jenis-jenis ma-
triks. Suatu matriks dikatakan ortogonal ketika vektor-vektor nya mempunyai hasil kali
titik sama dengan 0. Pada makalah ini akan dibuktikan sifat-sifat matriks ortogonal dan
transformasi ortogonal, dan bagaimana keduanya terkait. Karena transformasi linier da-
pat diwakilkan oleh matriks, oleh karena itu jika suatu transformasi liniernya ortogonal,
maka suatu matriksnya juga ortogonal.

Kata Kunci: Matriks ortogonal, Transfromasi Ortogonal

1. Pendahuluan

Matriks adalah susunan bilangan-bilangan dalam bentuk persegi panjang yang
disusun berdasarkan baris dan kolom serta diapit oleh tanda kurung. Bilangan-
bilangan dalam persegi panjang tersebut dinamakan entri matriks. makalah ini
mengambil salah satu jenis matriks khusus, yaitu matriks ortogonal, dimana se-
buah matriks bujursangkar A yang memiliki sifat

A7l = AT,

Terdapat beberapa sifat yang diakibatkan karena kekhususannya ini, Penulis men-
gangkat kajian matriks ortogonal. Selain itu, karena transformasi linier dapat di-
wakilkan oleh matriks, oleh karena itu jika suatu transformasi liniernya ortogonal,
maka suatu matriksnya juga ortogonal.

Oleh karena matriks dan transformasi linier mempunyai kaitan yang erat, maka
yang menjadi rumusan masalah pada makalah ini adalah bagaimanakah sifat-sifat
matriks ortogonal terkait dengan matriks ortogonal lainnya dan terkait dengan su-
atu transformasi linier.
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2. Beberapa Konsep Dasar
2.1. Hasilkali Dalam Matriks

Jika u = (u1,ug, - ,u,) dan v = (vy,ve, -+ ,v,) adalah vektor-vektor pada R",
maka rumus

(W v) =u- v =wuyv; +ugve + -+ + Uy,

mendefinisikan (u,v) sebagai hasilkali dalam Euclidean pada R™. Misalkan

U1 U1

U2 V2
u= dan v =

Unp Un

adalah vektor-vektor pada R™(yang dapat dinyatakan sebagai matriks n x 1), dan
A adalah sebuah matriks n x n yang dapat dibalik. Dapat dinyatakan bahwa jika
u - v adalah sebuah hasilkali dalam Euclidean pada R", maka rumus

(u,v) = Au- Av

mendefinisikan sebuah hasilkali dalam, rumus di atas disebut sebagai hasilkali
dalam pada R"™ yang dihasilkan oleh A.

Hasilkali dalam Euclidean u - v dapat dituliskan sebagai hasilkali matriks v u,
sehingga dapat dituliskan dalam bentuk alternatifnya

(u,v) = (Av)T Au
atau secara ekuivalen,

(u,v) = v AT Au

2.2. Matriks Ortogonal

Definisi 2.1. [1] Sebuah matriks bujursangkar A yang memiliki sifat
A"l =AT

disebut sebagar matriks ortogonal.

Berdasarkan definisi di atas diperoleh bahwa
AL = AT & AA™Y = AAT
&I =AAT
dan
AT =AT & A7TA=ATA
= 1=ATA
Oleh karena itu, A adalah matriks ortogonal jika

AAT = ATA=1.
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2.3. Transformasi Linear

Misalkan V' = R™ dan W = R™, maka transformasi linier 7" dari R™ ke R™ ditulis-
kan sebagai berikut[1]:

(1) Untuk setiap v dan v € R™ maka T'(u +v) = T'(u) + T'(v).
(2) Untuk setiap v € R™ dan k € R maka T'(ku) = kT'(u).

Jika m = n maka transformasi T disebut juga operator linier. Transformasi

linier dari R™ ke R™ ini dapat dituliskan sebagai berikut [1]:
T(x1,22, - ,xp) = (W1, W, -+, W), dimana

w1 = G111 + G12T2 + - - - + A1y

W2 = @211 + A22%2 + -+ + A2pTy

Wi = Am1%1 + Gm2T2 + - + CGmnTn.

Persamaan di atas dapat dinotasikan dalam bentuk matriks sebagai berikut:

w1 aip @12 - QGip T
w2 az1 a22 -+ a2n x2
W Am1 Am2 *** Amn T

atau dapat disingkat dengan w = Ax.

Matriks A = [a;;] disebut matriks standar untuk transformasi linier T', untuk
1<i<mdanl1<j<n.

3. Matriks Ortogonal dan Sifat-Sifatnya

Teorema 3.1. [2] Untuk matriks A n X n, pernyataan berikut ekivalen:

(1) A adalah matriks ortogonal

(2) ||Ax|| = ||z|| untuk semua = pada R™

(3) Ax- Ay = x- y untuk semua x dan y pada R"

(4) Kolom-kolom dari matriks A membentuk sebuah basis ortonormal di R"
(5) ATA=1,

(6) A=t = AT

Bukti. (1) = (2). Misalkan bahwa A ortogonal, sehingga ATA = I. Ambil se-
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barang vektor x € R™, perhatikan bahwa

X2 = (Ax, Ax)
misalkan w = Ax
= (w,w)
(Aw)" (Aw)
(wT AT)(Aw)
wl (AT A)yw
(Ax)T Ax
xT AT Ax
xT'Ix
xTx
(x,x)

]2

jadi ||Ax|| = ||x||, untuk semua x € R™.

(2) = (3). Misalkan bahwa A adalah matriks bujursangkar sedemikian sehingga
|Ax|| = ||x|| untuk setiap x € R"™. Akan dibuktikan Ax - Ay = x -y untuk setiap
X,y € R", perhatikan bahwa

Ix+yl* = (x+y,x+y)
=(x+y)(x+y)
=x"x+2xTy +yly
= |Ix|I* + 2x"y + |ly|I*

dengan cara yang sama, diperoleh

[AG +y)|* = | Ax + Ay]®
= (Ax + Ay, Ax + Ay)
= (Ax + Ay)? (Ax + Ay)
= [ Ax|? + 2(Ax)" Ay + || Ay||?

)

karena ||Ax|| = [jx[| dan [|[Ay| = [ly] dan [[A(x + y)I| = [x + yl|, berarti
(Ax)T Ay = xTy. Dengan kata lain, Ax - Ay = x -y.

(3) = (4). Misalkan bahwa A adalah matriks bujursangkar sedemikian sehingga
Ax - Ay = x - y untuk setiap x,y € R"™. Misal e; menunjukan basis vektor standar
ke-i untuk R™, dan A; adalah kolom ke-i dari A. Misal

a11 @12 *+° Aln
a21 22 - A2n

Gpl Ap2 *** Gnn
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dimana
a1 ai2
a21 a2
A= yAg = . y
an1 an2
Misalkan
1
0
Aep = ,Aez— R
0 0
maka

ann

Oifi#]
A?AJ = (Aei)TAej = Aei . Aej =

Perhatikan bahwa, misalkan ¢ =1 dan j =1

A61 . A€1 =

(Ael)T~Ael = [10

misalkan ¢ =1 dan j = 2

A61 . A62 =

(Aey)” - Aes = [10 -

lifi=j

11
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Dari kolom-kolom Aeq, Aes, - - - , Ae,, perhatikan bahwa,
| Aer | = V12 407+ 402 =1,
| Aes | = V024124 402 =1,

| Aen | = V02 +02+---+12=1.

sehingga kolom dari A adalah ortonormal.
(4) = (5) Diketahui kolom dari A membentuk himpunan basis ortonormal di R™.
Akan dibuktikan AT A = I,,. Misalkan A1, As, ..., A, kolom-kolom dari A dengan

0ifi#j
ATAj = (Ae;)" Ae; = Ae; - Aej =
lifi=j
Perhatikan bahwa
Ay Ay

As Ag
A=[A1 Ay Ayl = AT =| | = ATA=| | [A1 Ay A,].
Sedemikian sehingga

ATA=| | [A1 4y A

= . |=rL
00---1

(5) = (6) Diketahui AT A = I, akan dibuktikan A~! = AT. Perhatikan bahwa

ATA =1
ATAAY = AT
AT = A~

(6) = (1) Diketahui A~! = AT berdasarkan definisi diperoleh A ortogonal. O
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Teorema 3.2. [2] Misal A dan B adalah matriks ortogonal.

(1) AB adalah matriks ortogonal

(2) Jika A adalah ortogonal, maka det(A) =1 atau det(A) = —1

(3) Jika A adalah matriks ortogonal n x n, maka A invertibel dan A~ juga ortog-
onal.

Bukti. (1) Misal AB adalah matriks ortogonal, maka
(AB)™' = B71A™!

_ BTAT
= (AB)T.
(2) Misal A matriks ortogonal,maka
AT = A7t
& det(AT) = det(A™1)
1
det(4) =
< det(4) = 35D
< det(A) det(A) =
& (det(A))? =
& det(A) = £1.

(3) Misal A adalah matriks ortogonal nxn. Sesuai dengan definisi matriks ortogonal,
perhatikan bahwa A~! = AT dan sesuai definisi juga bahwa jika A invers, maka A
dapat dibalik. O

4. Transformasi Linear Ortogonal
Transformasi T dapat diwakilkan dalam bentuk matriks standar. Pada transformasi

linier ortogonal juga terdapat sifat yang sama seperti pada matriks ortogonal.

Definisi 4.1. [1] Sebuah transformasi linier T : R™ — R™ adalah ortogonal jika
untuk setiap ¥ € R”

1T@) =z
Teorema 4.2. [2] Jika T : R™ — R" adalah ortogonal dan v - @ = 0, maka T'(V) -
T (W) = 0.

Bukti. Karena T transformasi linier, terdapat matriks A yang mewakili T' dan
untuk setiap v,w € R™, maka berdasarkan Teorema 3.1 berlaku Av - Aw = v - w,
perhatikan bahwa
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