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Abstrak. Misalkan G = (V, E) suatu graf terhubung dan ¢ suatu k-pewarnaan dari G.
Kelas warna pada G adalah himpunan titik-titik yang berwarna 4, dinotasikan dengan
S; untuk 1 < ¢ < k. Misalkan II = {S1,S2,--, Sk} adalah partisi terurut dari V(G)
berdasarkan pewarnaan titik, maka representasi v terhadap II disebut kode warna dari
v, dinotasikan dengan cry(v). Kode warna crp(v) dari suatu titik v € V(G) didefinisikan
sebagai vektor-k:

cn(v) = (d(v, S1),d(v, S2), -+ ,d(v, Sk))

dimana d(v, S;) = min{d(v,z) | € S;)}, untuk 1 < ¢ < k. Jika setiap titik yang berbeda
di G memiliki kode warna yang berbeda untuk suatu II, maka c disebut pewarnaan lokasi
untuk G. Jumlah warna minimum yang digunakan pada pewarnaan lokasi dari graf G
disebut bilangan kromatik lokasi untuk G, dinotasikan dengan xr (G). Pada penelitian
ini akan dibahas tentang penentuan bilangan kromatik lokasi pada graf prisma berekor.

Kata Kunci: Bilangan Kromatik Lokasi, Graf Tak Terhubung, Graf Lingkaran, Kompo-
nen

1. Pendahuluan

Salah satu kajian yang terdapat dalam teori graf adalah mengenai pewarnaan lokasi
graf dan kajian ini merupakan suatu kajian yang cukup baru dalam teori graf.
Untuk pertama kalinya kajian tentang konsep pewarnaan lokasi graf dikaji oleh
Chartrand dkk (2002) [1], dengan menentukan suatu bilangan kromatik lokasi dari
beberapa graf seperti, graf lintasan P, dengan n > 3 diperoleh bilangan kromatik
lokasi, xr(P,) = 3. Untuk graf lingkaran diperoleh x(C,) = 3 untuk n ganjil
atau xr(Cp) = 4 untuk n genap. Konsep pewarnaan lokasi graf muncul akibat
pengembangan dari dua konsep dalam graf yaitu pewarnaan titik pada graf dan
dimensi partisi graf. Pewarnaan titik pada graf adalah pemberian warna untuk
setiap titik pada graf dengan syarat setiap titik yang bertetangga harus memiliki
warna yang berbeda. Banyaknya warna minimum yang digunakan untuk pewarnaan
titik pada graf G disebut bilangan kromatik lokasi yang dinotasikan dengan xr,(G).
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Selanjutnya, beberapa penelitian Welyyanti dkk (2014) [3] memperluas mengenai
definisi bilangan lokasi kromatik suatu graf dapat diaplikasikan pada semua jenis
graf termasuk graf tak terhubung. Graf G adalah pasangan himpunan V dan F,
dituliskan G = (V| E), dimana V adalah suatu himpunan titik (vertex) yang tidak
kosong dan E adalah himpunan sisi (edge) yang terdiri dari pasangan terurut dari
titik-titik berbeda dari V. Misalkan V' = {v1,vq,- -, v,} adalah himpunan titik
yang berisi n titik di G dan E = {ej, ea,- - -, e, } adalah himpunan sisi yang berisi
m sisi di G. secara umum, untuk menotasikan sisi dapat ditulis dengan v;v; atau
v;v;.  Graf lingkaran (cycle) adalah graf yang setiap titiknya berderajat dua.
Dinotasikan dengan C,,, n > 3.

2. Beberapa Definisi

Bilangan kromatik lokasi dari graf tak terhubung adalah sebagai berikut: misalkan
H adalah graf tak terhubung dan ¢ adalah pewarnaan-¢ titik pada H yang mengin-
duksi partisi IT = {S1,Ss,...,S:} dari V(H). Kode warna dari titik v € V(H)
adalah crr(v) (d(v, S1),d(v, S2),...,d(v,S:)) dengan d(v, S;) = min{d(v,z) | x € S;}
dan d(v|S;) < oo untuk 1 < 7 < t. Pewarnaan ¢ dikatakan pewarnaan lokasi-¢ jika
semua kode warna dari semua titik di H berbeda. Bilangan kromatik lokasi
dari graf tak terhubung (H), dinotasikan dengan x/; (H), adalah bilangan bulat
terkecil ¢ sedemikian sehingga H mempunyai t-pewarnaan lokasi. Jika tidak ada
nilai ¢ yang memenuhi maka x; (H) = oco. Jadi, bilangan kromatik lokasi untuk graf
tak terhubung dapat bernilai hingga dan tak hingga.

Chartrand dkk.(2002) telah memberikan teorema dan akibat dasar bilangan
kromatik lokasi suatu graf. Teorema tersebut dijelaskan pada teorema-teorema di
bawah ini. Definisikan N (v) sebagai himpunan yang berisi semua titik yang menjadi
tetangga dari v.

Teorema 2.1. [2] Misalkan ¢ adalah suatu pewarnaan lokasi pada graf terhubung
G. Jika w dan v adalah dua titik pada graf G sedemikian sehingga d(u,w) = d(v, w)
untuk setiap w € V(G) \ {u,v}, maka c(u) # c(v). Dalam hal khusus, jika u dan
v adalah titik-titik yang tidak bertetangga di G sedemikian sehingga N(u) = N(v),
maka c(u) # c(v).

Akibat 2.2. [2] Jika G adalah suatu graf terhubung yang memuat suatu titik yang
bertetangga dengan k daun di G, maka x,(G) > k + 1.

Teorema 2.3. [3] Untuk setiap i, misal G; adalah suatu graf terhubung dan mis-

alkan H = | G;. Jika x}, (H) < oo, maka ¢ < x} (H) < r, dimana ¢ =

maz{xs (Gs) - 1 € [Lm]} dan r = min{| V(Gy )| € [1, m]}-

3. Bilangan Kromatik Lokasi Graf Tak Terhubung Dengan Graf
Lingkaran Sebagai Komponen-Komponennya

Pada bab ini akan dibahas tentang penentuan bilangan kromatik lokasi untuk graf
tak terhubung dengan graf lingkaran Cj sebagai komponen- komponennya yang
dinotasikan sebagai H=kCy, untuk k& > 2.
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Teorema 3.1. Misalkan graf Cy adalah sebuah graf lingkaran dengan 4 titik. jika
H = kCy4, maka

0o, untuk lainnya

' (H) {4, untuk k=2,3
XL =

Bukti. Misalkan ¢ adalah pewarnaan titik di H dan IT = {S7,S5s,...,5;} adalah
suatu partisi titik-titik pada graf H dengan S; menyatakan kelas warna ke-i untuk
1 < i < t. Akan ditentukan bilangan kromatik lokasi graf H. Dalam menentukan
bilangan kromatik lokasi, terdapat beberapa syarat yang harus dipenuhi. Pertama,
setiap titik yang bertetangga tidak boleh diwarnai dengan warna yang sama. Selan-
jutnya, kode warna setiap titik di H terhadap II haruslah berbeda atau dinotasikan
err(vi) # en(ve) untuk ¢ # t.

Kasus 1. Akan ditunjukkan 7 (H) = 4 untuk k = 2, 3. Akan ditunjukkan x; (H) <
4 untuk k = 2, 3. 2C; merupakan subgraf dari 3C; maka cukup dibuktikan bahwa
setiap titik di 3Cy mempunyai kode warna yang berbeda.

Misalkan
V(H) = V(C’il)) U V(Cf)) U V(Cf)), dengan
V(Céil)) = {’Ul,UQ,’U3,’U4},
V<C£2)) = {w17w2,w3,w4},
V(CLEB)) = {1'17.%‘2,1‘3,3?4}.

Definisikan pewarnaan titik di H yaknic: V(H) — {1, 2, 3,4} sedemikian sehingga

c(v) = c(wy) = e(zr) =1,
c(vg) = c(ws) = ¢(x3) = 2,
c(vg) = c(ws) = e(xa) = 3,
c(vs) = c(wg) = c(zyg) =4

Pada pewarnaan titik di atas terlihat bahwa setiap titik bertetangga diwarnai
dengan warna yang berbeda. Selanjutnya, akan dilihat kode warna setiap titik
di H terhadap II juga berbeda. Misalkan kelas warna sebagai berikut: II =
{51, S2, 53,54} dengan

Sl = {vl,wl,xl},
Sy = {vg, we, x3},
S3 = {vy, ws, 2},
Sy = {vs, wy, x4}

Dari definisi pewarnaan titik di atas terlihat bahwa setiap titik bertetangga diwarnai
dengan warna yang berbeda.
Kode warna pada setiap titik di H terhadap II sebagai berikut:
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CH(U1) = (O, 1, 1, 2), CH(UQ) = (1, O7 2, 1),
CH(U3) = (2, 1, 1, O), CH(U4) = (1, 2, 07 1),
Cn(w1) = (O, 1, 2, 1), CH(U]Q) = (1, O7 1, 2),
CH(U)g) = (2, 1, 0, 1), Cn(w4) = (1, 2, 1, O),
Cn(ﬂ?l) = (0, 2, 1, 1), CH(JUQ) = (1, 1, 07 2),
en(zs) =(2, 0, 1, 1), en(zq)=(1, 1, 2, 0).

Karena semua titik di graf H memiliki kode warna yang berbeda, maka diper-
oleh x7(H) < 4 untuk k = 2,3. Selanjutnya, akan ditunjukkan x7 (H) > 4. Jika
X7, (H) = 3 maka akan terdapat dua titik yang memiliki kode warna yang sama,
yaitu titik- titik yang memiliki kelas warna yang sama pada suatu graf tersebut.
Jadi, diperoleh bahwa X7 (H) > 4 untuk k = 2, 3. Dari pembuktian x} (H) < 4 dan
X7 (H) > 4 untuk k = 2, 3 dapat disimpulkan bahwa x/ (H) = 4 untuk k = 2, 3.

Kasus 2. Akan ditunjukkan x’; (H) = oo untuk & lainnya. Andaikan x7 (H) = 4
artinya H mempunyai pewarnaan 4-lokasi. Jika H mempunyai pewarnaan 4-lokasi
dengan k > 4 maka akan terdapat dua titik yang mempunyai kode warna yang
sama. Andaikan x7 (H) = 5 artinya H mempunyai pewarnaan 5-lokasi. Jika H
mempunyai pewarnaan 5-lokasi maka terdapat titik v di H yang mempunyai
crn(v) = (d(v, Ss)) = oco. Akibatnya x; (H) = oo. m|

4. Kesimpulan

Misalkan Cj4 adalah sebuah lingkaran dengan 4 titik. jika H = kCy, Maka

4, untuk k=2,3

00, untuk lainnya

X’L(H)={
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