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Abstrak. Suatu ruang hasil kali dalam adalah suatu ruang bernorm. Namun secara
umum, suatu ruang bernorm bukan ruang hasil kali dalam. Teori pada ruang hasil kali
dalam merupakan teori yang paling banyak dikembangkan. Namun teori tersebut tidak
berlaku secara umum pada ruang bernorm. Agar teori tersebut juga berlaku pada ruang
bernorm, ruang hasil kali dalam digeneralisasi menjadi ruang semi hasil kali dalam,
sehingga suatu ruang bernorm dapat dibentuk menjadi ruang semi hasil kali dalam.

Kata Kunci: Ruang Bernorm, Ruang Semi Hasil Kali dalam

1. Pendahuluan

Suatu ruang hasil kali dalam merupakan ruang bernorm, dengan norm yang di-
induksi dari hasil kali dalamnya. Namun secara umum, ruang bernorm bukanlah
ruang hasil kali dalam. Teori pada ruang hasil kali dalam merupakan teori yang
paling banyak dikembangkan. Namun teori tersebut tidak berlaku secara umum
pada ruang bernorm. Agar teori tersebut juga berlaku pada ruang bernorm, pada
tahun 1961, Lumer [6] menggeneralisasi ruang hasil kali dalam yang disebut seba-
gai ruang semi hasil kali dalam Lumer. Pada tahun 1967 Giles mengembangkan
konsep ruang semi hasil kali dalam Lumer dengan menambahkan sifat homogenitas
pada definisi ruang semi hasil kali dalam Lumer. Hasil pengembangan ini disebut
ruang semi hasil kali dalam Lumer-Giles atau disingkat sebagai ruang semi hasil
kali dalam. Pada penelitian ini akan dikaji definisi ruang semi hasil kali dalam, ek-
sistensi semi hasil kali dalam pada ruang bernorm beserta contoh ruang semi hasi
kali dalam.

2. Landasan Teori

2.1. Operator Linear

Definisi 2.1. [7] Misalkan X dan Y suatu ruang vektor atas lapangan K. Maka
suaty fungsi T : X — Y disebut operator linear jika dan hanya jika untuk setiap
z,y € X dan «, 3 skalar,
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68 Nadya Puspita Sari dkk.
T(ax + By) = oT'(x) + BT (y).

Selanjutnya penulisan T'(x) disingkat menjadi Tz, penyingkatan ini merupakan
standar penulisan pada analisis fungsional.

Definisi 2.2. [5] Misalkan (X,|.||x) dan (Y,|.||y) suatu ruang bernorm atas la-
pangan K. Suatu operator linear T : D(T) — Y, dimana ©(T) C X. Operator
T dikatakan terbatas jika terdapat suatu bilangan riil ¢ sedemikian hingga untuk
setiap v € D(T),

1Tzlly < cll]x- (2.1)

Definisi 2.3. [5] Misalkan (X,|.||x) dan (Y,|.||y) suatu ruang bernorm atas la-
pangan K. Suatu operator T : ©(T) — Y, dimana ©(T) C X. Operator T
dikatakan kontinu pada suatu titik xo € X jika untuk setiap € > 0 terdapat
§ > 0 sedemikian hingga |Tx — Txol|ly < €, untuk setiap x € D(T') yang memenuhi
|z — xol|lx < 0. T dikatakan kontinu jika T kontinu di setiap x € D(T).

Teorema 2.4. [5] Misalkan T : ©(T) — Y suatu operator linear, dimana D(T) C
X, (X, |.Ix) dan (Y, ||.|ly) suatu ruang bernorm atas lapangan K, maka

(1) T kontinu jika dan hanya jika T terbatas.
(2) Jika T kontinu pada suatu titik xg € D(T'), maka T kontinu.

2.2. Fungsional Linear

Definisi 2.5. [7] Misalkan X suatu ruang vektor atas lapangan skalar K. f adalah
suatyu fungsional linear pada X jika f : X — K merupakan suatu operator linear.

Definisi 2.6. [5] Misalkan (X, ||.]|) suatu ruang bernorm atas lapangan K. Suatu
fungsional linear f : D(f) — K, dimana ©(f) C X. Fungsional [ dikatakan
terbatas jika terdapat suatu bilangan riil ¢ sedemikian hingga untuk setiap x € D(f)

[f(@)] < cll]l. (2:2)

Definisi 2.7. [5] Misalkan (X, ||.||) suatu ruang bernorm atas lapangan K. Suatu
fungsional f : D(f) — K, dimana D(f) C X. Fungsional f dikatakan kontinu
pada suatu titik xog € X jika untuk setiap € > 0 terdapat § > 0 sedemikian hingga
If(z) = fzo)|l < €, untuk setiap x € D(f) yang memenuhi ||x — zol| < 6. f
dikatakan kontinu jika f kontinu di setiap x € D(f).

Teorema 2.8. [5] Misalkan f : ©(f) — K suatu fungsional linear, dimana
D(f) € X dan (X, ||.]) suatu ruang bernorm atas lapangan K, maka

(1) f kontinu jika dan hanya jika f terbatas.
(2) Jika f kontinu pada suatu titik xo € D(f), maka f kontinu.
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2.3. Normalized Duality Mapping

X* dinotasikan sebagai ruang dual pada suatu ruang bernorm (X, ||.||) atas lapan-
gan K dan P(X*) merupakan himpunan kuasa dari X*.

Definisi 2.9. [2] Misalkan (X,|.||) suatu ruang bernorm atas lapangan K. Suatu
pemetaan j: X — P(X™*) yang didefinisikan sebagai

Jw) =A{f € X*: f(z) = |lz|* dan ||f]| = [|l2[]} , v € X
disebut normalized duality mapping dari X.
Teorema 2.10. [2] Misalkan (X, ||.||) suatu ruang bernorm atas lapangan K. Maka:

(a) Untuk setiap x € X, himpunan j(x) merupakan himpunan bagian tak kosong
konveks dari X*.

(b) Untuk setiap x € X dan \ € K berlaku 3(\x) = M\j(x), dimana X menotasikan
konjugat kompleks dari X .

Definisi 2.11. [2] Misalkan j suatu normalized duality mapping pada suatu ruang
bernorm (X,|.]) atas lapangan K. Suatu pemetaan j : X — X* disebut suatu
section pada j, jika j(z) € j(x) untuk setiap x € X.

2.4. Ruang Hasil Kali Dalam

Definisi 2.12. [8] Jika diketahui V' sebagai ruang vektor atas lapangan K. Hasil
kali dalam pada V adalah fungsi {.,.) : V. x V. — K sedemikian hingga untuk
setiap x,y,z € V dan a, f € K memenuhi sifat-sifat berikut:

(1) (z,z) > 0.

(2) (x,x) =0 jika dan hanya jika x = 0.
(3) (ax + By, z) = o, 2) + Bly, ©).
(4) (z,y) = {y,x).

Pasangan (V, (.,.)) disebut ruang hasil kali dalam dimana V' adalah suatu ruang
vektor atas lapangan K dan (.,.) adalah suatu hasikali dalam pada V.

Definisi 2.13. [1] Ruang hasil kali dalam merupakan ruang vektor atas lapangan
K yang dilengkapi dengan fungsi hasil kali dalam. Fungsi norm pada suatu ruang
hasil kali dalam didefinisikan dengan

]l = v/, ).

Teorema 2.14. [1] Untuk setiap x dan y pada suatu ruang hasil kali dalam (V, (., .))
berlaku

[z, y)* < (@, 2)(y,y). (2.3)

Contoh 2.15. Misalkan C™ suatu ruang vektor kompleks. Suatu fungsi bernilai
kompleks (.,.) : C* x C* — C yang didefinisikan sebagai

n
= § TiYi,
=1
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dimana = = (1,22, - ,Zn),y = (Y1,Y2," - ,Yn) € C” merupakan suatu hasil kali
dalam pada C™.

3. Pembahasan

3.1. Ruang Semt Hasil Kali Dalam

Definisi 3.1. [2] Suatu semi hasil kali dalam Lumer pada suatu ruang vektor
kompleks V' adalah sebuah fungsi bernilai kompleks [.,.] : V' x V. — C sedemikian
hingga untuk setiap z,y,z € V dan A € C memenuhi sifat-sifat berikut:

(1) [ +y,2] = [z,2] + [y, 2].

(2) Az,y] = Alz, y].

(8) [z, z] > 0 untuk setiap x € V dan [z,2] =0 =2 = 0.
(4) |z, y]I* < [z, 2][y, 9.

Pasangan (V,][.,.]) disebut ruang semi hasil kali dalam Lumer dimana V
adalah suatu ruang vektor kompleks dan [.,.] adalah suatu semi hasikali dalam
Lumer pada V.

Semi hasil kali dalam Lumer pada V selalu menginduksi suatu norm pada V
dengan norm yang didefinisikan sebagai ||z| = [z,2]? untuk setiap = € V dan
untuk setiap ruang bernorm kompleks (V) |.||), setidaknya dapat dikontruksikan
satu semi hasil kali dalam Lumer yang didefinisikan sebagai [z,z] = ||z[|? untuk
setiap ¢ € V [4]. Selanjutnya konsep semi hasil kali dalam Lumer dikembangkan
oleh Giles dengan menambahkan sifat homogenitas yaitu :

[z, \y] = Az, ] untuk setiap z € V, X € C.
Sifat ini ditambahkan pada definisi semi hasil kali dalam Lumer sehingga dapat
didefinisikan suatu semi hasil kali dalam Lumer-Giles dengan pendefinisian sebagai
berikut.

Definisi 3.2. [2] Suatu semi hasil kali dalam Lumer-Giles atau disingkat
dengan semi hasil kali dalam pada suatu ruang vektor kompleks V adalah se-
buah fungsi bernilai kompleks [.,.] : V x V. — C sedemikian hingga untuk setiap
x,y,z € V dan A € C memenuhi sifat-sifat berikut.

1) bty d=loA+ e

(2) Pyl = A, y] dan [2,y] = Az, y].

(3) [x,x] > 0 untuk setiap x € V dan [z,2] =0=z =0.
(4) |1z, 9] < [z, 2]y, y]-

Pasangan (V,[.,.]) disebut ruang semi hasil kali dalam dimana V adalah suatu
ruang vektor kompleks dan [.,.] adalah suatu semi hasikali dalam pada V.

Teorema 3.3. [2] Misalkan V suatu ruang vektor kompleks dan [.,.] suatu semi
hasil kali dalam pada V. Maka

(a) Pemetaan |.|| : V — R yang didefinisikan sebagai ||z|| = [z,2]2 untuk setiap
x € V. merupakan suatu norm pada V.
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(b) Untuk setiap z,y € V, fungsional f, : V. — C yang didefinisikan sebagai
fy(x) = [x,y] merupakan suatu fungsional linear kontinu pada V dan ||fy|| =
lyll-

3.2. Eksistensi Semi Hasilkali Dalam

Teorema 3.4. [2] Misalkan (V,||.||) suatu ruang bernorm kompleks. Maka setiap
semi hasil kali dalam pada V' didefinisikan sebagai

[x,y] = (j(y)) (x) untuk setiap x,y €V,
dimana j adalah suatu section dari normalized duality mapping 7 pada V.

Lema 3.5. [3] Misalkan = = (x1,22,23,...), ¥ = (Y1,Y2,Y3,...) dan z =
(21, 22, 23, . . . ) merupakan vektor-vektor sebarang pada ruang 1P untuk 1 < p < oo
sedemikian hingga .o | |;[P < co untuk setiap x; € C, Y oo |yi[P < 0o untuk setiap
yi € C dan Y ;2 ]2i|P < oo untuk setiap z; € C. Maka
1
oo P
P
(k)
i=1

Contoh 3.6. Misalkan ({7, ||.||,) suatu ruang bernorm kompleks dengan norm yang
didefinisikan sebagai

p—2

[e'e) [e'e) p [e'e)
S ety < (zw) (zw)
=1 =1

i=1

=

o 1
]l = (Z |!Ek\p) " untuk setiap x = (x1, 29, 23,---) € 17,
k=1
dimana 1 < p < oo, p # 2. Suatu fungsi [, .] : P x P — C didefinisikan sebagai

[z, 9] = |yl Zxkyk\yklp

untuk setiap x = (x1,x2,x3, ),y = (y1,¥2,¥s3, -+ ) € [P adalah suatu semi hasil
kali dalam pada (P.

Hal ini dapat dijelaskan sebagai berikut.

) e+ 2] = el 3 o+ pd Gl = 2l 3 el +
Iell* 3 wlewdleal =2 = [o. 2] + 2]
@@ Bag) = ol X el = (vl X wdulu =
Az ]
(b) [ 2] = ||Ay||p“kg nOAwel?2 = (WP RAP2)

2-p o 2
(> % wlomlyl2) = X
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(3) (a) [z,2] = [l«],*" Z i PlerlP=2 = Jall,* Z [P

Untuk 1 < p < oo, p # 2dan k = 1,2,3,---, berlaku Y |xx|? > 0 dan
k=1

o0
Jll,*" = 0. Diperoleh fr, ] = [af,* " 3% [a]” = 0,

(b) fr,2] - loly* ™ 5 fo el

= (X ll) 7 Xl = (3 Jul?)
(56171’2,173, ) (O 0 0 ) = 0

2
P

= 0 hanya dipenuhi jika z =

(4)
o9l = \nyp“iwkwmyw* g
= (g |yk|p)2% (i xk(yk)|yk|p_2) (Z |yk|p> (Z TRyklue] 2)
- (gmv’) o (g ok (yr) [y [P~ 2) (Z Teyklyel )
<(Sr) " ([Sme]” [Sie] [Sr]”)
- ([i,ﬂ = [glmﬂ ’ [i |yk|p} > berdasarkan Lema 3.5,
SR ITN

- L_l sl LZIyI] ,
- Li:l |xkp] |:ck|p [Z |yk|p] Z lyx|?,
- ([i |:ck|p]11’>2 kz:llxkl |z [P~ 2( Z|yk|p ’1’>2p’§|yk2|yk|p27
= (Ipr pki(xk)(afk)lxklp2> (IIpr_ka(yk)@k)lyklpz’),
~ el B

Lema 3.7. [4] Misalkan (S,[.,]s) dan (T,—[.,.|r) adalah ruang semi hasil kali

dalam. Maka fungsi [., Js+7 : (S+T) x (S+T) — C yang didefinisikan sebagai
[s1+ t1, 82 + ta]sr := [s1, 82]s + (= [t1, L2]7)
Bukti.

(1) [(81 + t1) + (82 + t2), S3 + t3]5+T = [(81 + 82) + (t1 + tz), S3 + t3]5+T =
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= [s1 + s2,83]s + (=[t1 + to,t3]r) = [s1,83]s + [s2,83]s + (—[t1,t3]r) +
(—[ta,ts]r) = [s1 + t1, 83 + 3]s + [52 + t2, 53 + t3]sy7.

(2) (a) [A(s1+11), 52 +talsir = [As1, s2]5 + (=M1, ta]r) = Als1 411, 2 +ta]sir -
(b) [81 + 141, (82 +t2)]S+T = [81, )\82]5 + (—[tl, )\tQ]T) = )\[81 +11, 89 +t2]S+T .

(3) (a) Jelas fungsi [.,.]s+r nonnegatif berdasarkan definisi semi hasil kali dalam
pada S dan T.

(b) Misalkan [s1 + t1, 81 + t1]s+T = [s1,$1]s + (=[t1,t1]7) = 0. Karena [.,.]s
dan [.,.]7 merupakan semi hasil kali dalam, maka [s1, $1]s+ (—[t1,t1]7) =0
dipenuhi hanya jika [s1,$1]s = 0 dan [t1,t1]r = 0. [s1,81]s = 0= s1 =0
dan [t1,#1]7 = 0= t; = 0. Diperoleh s; +¢t; =04+ 0=0.

(4) Perhatikan bahwa

1+ 12+ 0| = (Isv,sals + (T, t21n) ) (B, el + (- Talr)
= [s1, 82]s[s1, 82] g + (=[t1, to|r)(=[t1, t2]T) + [51, 52] 5 (—[t1, L2] 7 )+

(=[t1, t2]7)[51, 52] g

~[tsssala|" + [t + v salst-Fale) + ( (<l talrBrodls) )
< [s1, 81]5[82, 82]5 + (—[t1, t1]7) (= [t2, ta]r) + [s1, 2]s(—=[t1, 2] 7)+

(s1, 52l (- Ttr. 2l

= [s1,s1)slsz, sals + (<[t tulr) (< lt2, tal) + 2|31, sals || (<[t )|
= [s1, 51]s[S2, s2]s + (—[t1, t1]7)(—[t2, to]7)+

2v/[51, 51]s[52, s2) s (—[t1, t1]7) (—[t2, t2] T)
< [s1, $1]s[s2, $2]s + (—=[t1, t1]7)(—[t2, to]T)+

[s1,s1]s(—[ta, t2]T) + [S2, s2]s(—[t1, t1]T)
= (Is1,s1ls + (~ [t 1lr) ) (52, 52l + (=2, telr))
:[81 + 11,51 +t1)]_[82+t2,82+t2)]_. O

Contoh 3.8. Misalkan (S, [.,.]s) adalah suatu ruang semi hasil kali dalam dimana
S adalah suatu ruang bernorm kompleks (1P, ||.|p,), dimana 1 < p; < oo dan
p1 # 2 dengan semi hasil kali dalam yang didefinisikan sebagai

o0

[, s]s = llsllp, ™™ D skSalsel” 2,
k=1

o 1
untuk setiap s,s’ € S dengan ||s||,, = (Z |sk\P1) "
k=1

Misalkan (T, [.,.]r) adalah suatu ruang semi hasil kali dalam dimana T adalah
suatu ruang bernorm kompleks (172, ||.||,,) , dimana 1 < py < co dan ps # 2 dengan
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semi hasil kali dalam yang didefinisikan sebagai

00
[t 8 = [ltllp, ™7 D thliltal™ 2,
k=1

untuk setiap ¢,t’ € T dengan ||t||,, = (Z |tk|p2) P2
k=1
Suatu fungsi [.,.]s4r : (S +T) x (S +7T) — C yang didefinisikan sebagai
[+ t' s+ tlsir =[5, s]s + [t', t]r,

untuk setiap (s’ +t'), (s +t) € S+ T merupakan suatu semi hasil kali dalam pada
ruang vektor kompleks S + T
Hal ini dapat dijelaskan sebagai berikut.

(D) [(s"+ ) + (" +1"), s + tlspr = [(' +5") + (' +17), 5+t
=[s"+5" s]s+ [t/ +t', tr.
Langkah penyelesaian menggunakan cara yang sama pada Contoh 3.6 bagian
1, sehingga diperoleh [s' + 5", s]g = [¢', s]s + [s”, s]s dan [t' + ¢, t]r = [t/, t]r +
[t t]r.
(s + 1)+ (" +t"), s+ tlgor = [s' + 5", s|ls + [t + ", t]7
=1[s,sls + [t',t]r +[s",s]s + [t", t]r
=[s'+t' s+ tlgrr +[s" +t" s +t]syr.
(2) (a) A" +1t),s+tlger =[N+ A, s + t]s4r
= [\, s]s + [At + t]r.
Langkah penyelesaian menggunakan cara yang sama pada Contoh 3.6
bagian 2(a), sechingga diperoleh [As', s]s = A[¢/, s]s dan [A,t]r = A[t/, t]p.
A +t), s+ t]ser = [N, s]s + [M +t]r
[, sls + [t t]r)
= )\[Sl +t,s+ t]S—&-T'
(b) [s' +t',A(s+t)]sar = [s' + ', As + Mgy
= [8/, )\S]S + [ﬁ/, )\t]T.
Langkah penyelesaian menggunakan cara yang sama pada Contoh 3.6
bagian 2(b), sehingga diperoleh [s', \s]s = A[s', s]s dan [t', M| = A[t/, t]7.

[+t X5+ t)]ser = [, As]s + [t', M|
=2(1s)s + [t + 17
= X[S/ + t,, S+ t]S+T~

(3) (a) [s+t,s+t]s+r = [s,8]s + [t, t]r. Langkah penyelesaian menggunakan cara
yang sama pada Contoh 3.6 bagian 3(a), sehingga diperoleh [s, s]g > 0 dan
[t,t]r > 0. Karena [s,s]s > 0 dan [t,¢]r > 0, maka [s + ¢,s + t]s4r =

[s,8]s + [t, t]r > 0.
(b) [s + t, s + tls+T = [8,8]s + [t,t]7. Langkah penyelesaian menggunakan
cara yang sama pada Contoh 3.6 bagian 3(b), sehingga diperoleh [s, s]s =

(é |Sk|p1)% dan [t,t]7 = (é |tk|p2>a
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oo 2 jo%s) 2
[s+1t,s+tlgpr = (Z |sk|m)“ + (2 |tk|P2)"2 — 0 hanya dipenuhi jika
k=1 k=1
s =(s1,82,83,--) =(0,0,0,---) =0dan t = (t1,t2,t3,---) = (0,0,0,---) = 0.
Diperoleh s+t = (s1 +t1, 82+ t2,83+13,-+-) = (0+0,04+0,0+0,---) =0.
(4)

o o0
— — _ — ey 9212
[["+t, s+t]s4r® = [l Y sl lsnlP 7+ lltllp, "7 Dt () b7 2]

k=1 k=1
Misalkan
0 R
2= |Isllp 77 sh(se) sk,
k=1
oo
27 N —
Y= [l "7 ()t [P2 2.
k=1

Perhatikan bahwa

IIs" +t', s+ tser|” = |z +y|* = 2% + y§ + 27 + 4T,

dengan

2 o 2

P P1

o [Far ] [Eur]’
k=1 k=1

e} 2

P2

yys[Dw] [ ]
k=1 =1

s (e e (B o))

k=1 k=1 k=1

o] i oo i L 00 1

P2 P2 P1 Pl

o (Bl B (B (S ))
k=1 k= k=1

Perhatikan bahwa

2 oo 2 [e'e) 2 00 2
P1 P1 P2 P2
8 4 ¢,s+ tlssrf? < [}jsum] [}jsum] +[§j|t;|m] [Eﬁmvﬂ +
k=1 k=1 k=1

2([2 e 8 [i ul”] ) ([i s g [i ol )

= S Isim )7, B= [ lsel ]
k=1 k=1

C =[S [l7]7, D =[S Jtlr2] 7=
k=1 k=1

Misalkan
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Maka diperoleh
I[s" +t',s +t]syr|* < A2B* + C?D? + 2CDAB.

Karena 2CDAB = A?D? + B2C? — (AD — BC)?, maka
I[s" +t,s+tssr|* < A2B? + C*D? + 2CDAB,

= A?B? + C°D? + A>D? + B*C? — (AD — BC)?,

< A%2B? + C?D? + A2D? + B2C?,

= A’B* + A’D? + B*C? + C*D?,

= (A? +C%)(B* + D?),

= (I + (o iar ) ([i e (] ),

= [S/ + t/, s+ t/]s+T[8 +t,s+ t]S+T~

4. Kesimpulan

Suatu ruang bernorm kompleks dapat dibentuk menjadi ruang semi hasil kali dalam
menggunakan hubungan antara normalized duality mapping pada ruang bernorm
kompleks dengan semi hasil kali dalam. Suatu ruang semi hasil kali dalam meru-
pakan suatu ruang bernorm kompleks dengan norm yang dibangun oleh semi hasil
kali dalam.
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