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Abstrak. Pada struktur aljabar, yang biasa dikenal adalah grup dan ring. Selain grup
dan ring, juga terdapat struktur aljabar yang disebut K-aljabar. K-Aljabar merupakan
suatu struktur aljabar yang diperkenalkan oleh K.H. Dar dan M.Akram pada tahun
2006. Dari suatu K-Aljabar, dapat dibentuk satu atau lebih himpunan bagian yang juga
memiliki sifat K-Aljabar terhadap operasi biner yang sama yang kemudian himpunan
bagian tersebut dapat dinamakan K-Subaljabar. Sebagaimana halnya pada grup yang
terdapat konsep homomorfisma grup, pada K-Aljabar juga terdapat konsep homomor-
fisma yang dinamakan K-Homomorfisma. Pada tulisan ini dibahas mengenai sifat-sifat
yang terkait dengan K-Aljabar, K-Subaljabar dan K-Homomorfisma.
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1. Pendahuluan

Struktur aljabar yang biasa dikenal adalah struktur aljabar dengan satu operasi
biner, yaitu grup dan struktur aljabar dengan dua operasi biner, yaitu ring. Struktur
aljabar selain grup dan ring, juga terdapat struktur aljabar yang disebut K-aljabar.

Gagasan mengenai K-Aljabar pertama kali diperkenalkan oleh K.H. Dar dan
M.Akram pada tahun 2006. K-Aljabar merupakan suatu struktur aljabar yang
dibangun atas suatu grup G, dengan operasi biner ®, yang didefinisikan seba-
gai x ®y = x*y ! = zy~! untuk semua z,y € G. K-Aljabar dinotasikan de-
ngan (G,*,©,e) [1]. Pada K-Aljabar dikenal adanya sifat-sifat K-Subaljabar dan
K-Homomorfisma. Pada tulisan ini akan dibahas sifat-sifat yang berkaitan dengan
K-Aljabar, K-Subaljabar, dan K-Homomorfisma.

2. K-Aljabar
2.1. K-Aljabar

Definisi 2.1. [1] Misalkan (G, *) merupakan suatu grup dengan e suatu unsur iden-
titas di G dan didefinisikan operasi © sedemikian sehingga untuk setiap x,y € G,
r Oy = z*xy ' maka akan membentuk struktur aljabar baru yaitu (G,x,®,e).

93



94 Meza Aprilisa dkk

Suatu (G,*,®,e) dinamakan K-Aljabar, dan untuk setiap x,y,z € G memenuhi
aksioma-aksioma berikut:

(1) (20y)0(xze2)=(x20(c02)0(e®y))) O,
(2) 20 (oY) =(r0(e@y) O,

(3) Oz =e,

(4) x©e=uz,

(5) e®x=a"1.

Jika grup G adalah grup abelian maka Aksioma 1 dan 2 menjadi:

(1) oy o(roz)=(20y),
(2) 20O (z ®y) =y, untuk setiap z,y, z € G.

Contoh 2.2. Misalkan (R-{0},-) adalah suatu grup dengan identitas e = 1.
Didefinisikan operasi ® pada R-{0}, sehingga 2 ® y = z -y~ = 2y~ !, untuk se-

tiap z,y € R-{0}. Akan ditunjukkan bahwa (R-{0}, -, ®, 1) adalah suatu K-Aljabar.
Ambil z,y, z € R-{0}, perhatikan bahwa:

2) zo(zoy) =z0 2y );

=a(zy™)™
= (ay)z~,
= (zy) Oz,
=(@oy o,
=(z0(e0y)) O,
B)rxor.=x-27l=1=e
4) r0e=2-et=x-e=a-1=x
5)ecr=c-axl=1-271=0"1

Jadi terbukti bahwa (R-{0}, -, ®,1) adalah suatu K-Aljabar.

Definisi 2.3. [1] Suatu K-Aljabar (G, *,®,e) adalah K-Aljabar abelian jika untuk
setiap x,g € G berlaku g © (e@x) =206 (e ® g).

Proposisi 2.4. (G,*,®,¢e) adalah suatu K-Aljabar abelian jika dan hanya jika
(G, %) adalah grup abelian.

Bukti. Misalkan (G, *,®,e) adalah suatu K-Aljabar abelian, akibatnya untuk se-
tiap z, g € G, berlaku
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akibatnya,
go (e ') =2 (eg™"),
go@E )=z,
gz ) ==2((¢g "),
gz = 4.

Karena g * ¢ = x * g, untuk setiap z, g € G maka (G, ) adalah grup abelian.
Selanjutnya misalkan (G, *) adalah grup abelian. Akan ditunjukkan (G,*,®,e)
adalah suatu K-Aljabar abelian. Karena (G, ) adalah grup abelian, akibatnya un-
tuk setiap x, g € G, berlaku gz = xg.
Perhatikan bahwa:
90 (o) =g @),

=g,

=9z,

=29,

=a(g~h) 7,

=T0O (9—1)’

=20 (e®g).
Karena g ® (e @ x) =2 ® (e ® g), untuk setiap z,g € G, maka terbukti (G, *, ®,e)
adalah suatu K-Aljabar abelian. O

Proposisi 2.5. [1] Misalkan (G,*,®,e) suatu K-Aljabar maka berlaku:

(1) (z0y)©(uov)=(20(e0v)®(edy)) Ou,
(2) (x0y)0z=20(20(e0y)),

(3) e®(e@z)=u,

(4) e (z0y) =y,

(5) x ®y = e jika dan hanya jika x = y.

Bukti. Misalkan (G, *,®,e) merupakan suatu K-Aljabar. Ambil sebarang unsur
Yy, z,u,v € G dan misalkan e unsur identitas di G, maka untuk setiap z,y, z, u,v €
G berlaku :

I
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3) e®(eOx)

(4) e0(zoy)=eo (zy™?),

=yOux.
(5) Perhatikan bahwa:
(=)rxoy=e=ay t=e¢,
= (zy~ ")y = ey,
=a(y~'y) =y,
= ze =y,
=T =Y.
(Se=y=ay ' =yy ',
= (z0y) =e

2.2. K-Subaljabar

Definisi 2.6. [1] Misalkan (G, *,®, €) suatu K-Aljabar. Suatu himpunan tak kosong
H, dengan H C G disebut K-Subaljabar jika:

(1) e€ H,

(2) h1 ® hy € H, untuk setiap hy,ha € H.

Proposisi 2.7. [1] Misalkan (G, *,®,e) suatu K-Aljabar dan g € G. Jika H suatu
subgrup dari G, maka Hpe = {9 ® (9 © x)|x € G} adalah suatu K-Subaljabar dari

(G, %,0,e).

Bukti.

(1) Akan ditunjukkan e € Hg2. Karena (G,x, ®,e) suatu K-Aljabar maka e unsur
identitas di G. Perhatikan bahwa:

= (997 ")e,
=g(g7'e)
=g(e'g)
=g(eg)™"

)
—1

’
)
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Jadi e € Hg.

(2) Ambil sebarang unsur hy,hy € Hge. Akan ditunjukkan hy ® hy € Hge. Dari
hi,hy € Hy diperoleh hy = g ® (9 ©® u) dan hy = g ® (9 ©® v), untuk suatu
u,v € G, akibatnya:

hi®hy=(9®(goOu)®(go(90v)),

= (g(gu™)"H) @ (g(gv~ )7,

= (9(ug™"))(glgv™") """,
(ug™))((gv~1)g™ ),

I

Jadi h1 ® hy € Hg2

Jadi terbukti bahwa Hyp = {g ® (9 ® x)|z € G} adalah suatu K-Subaljabar dari
(G, x,0,€). O

2.3. K-Homomorfisma

Definisi 2.8. [1] Misalkan K = (G,*,®,¢) dan K = (G,*,®,&) merupakan K-
Aljabar. Suatu pemetaan ¢ dari K ke K, disebut K-Homomorfisma jika untuk setiap
z,y € K berlaku ¢(z ©y) = o(x)Op(y), dimana ¢(x),o(y) € K.

Contoh 2.9. Misalkan (G, *,®,e) merupakan suatu K-Aljabar dan ¢ € G. Se-
lanjutnya didefinisikan himpunan H = {g ® (¢ © z)|z € G}. Misalkan (H, *,®,€)
merupakan suatu K-Aljabar dan ¢ : (G, *,®,¢e) — (H,*,®, e) suatu pemetaan de-
ngan ¢(z) = g © (g © z),Vz € G. Akan ditunjukkan ¢ : (G, *,®,e) — (H,*,0,¢€)
merupakan suatu K-Homomorfisma. Ambil a,b € G, karena G suatu grup maka
a®b=ab"! € G. Akibatnya:
pla®b) =g®(9®(a®b)),
=90 (9o (ab )
=g (glab™)™),
= g(g(ab™")~ ) Y
=g((ab~)g™),
=gab~'g~",
= gaeb™ g1,
=ga(g~lg)b~lg7t,
= (gag™")(gb™'g71),
= (9ag™")(g(g b) Y,
= (gag~")((gb)g™") 71,

)
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ga )" o (g(gb™h)7h),
=(gO(ga ") O (go (gb7 1)),
=90 ((@oa)o(go(god),
= ¢(a) © p(b)

Karena ¢(a © b) = ¢(a) ® ¢(b), maka terbukti pemetaan ¢ : (G,0) — (H,®)
merupakan suatu K-Homomorfisma.

Pada grup dikenal konsep monomorfisma, epimorfisma dan isomorfisma. Seperti
pada grup, pada K-Aljabar juga dikenal konsep K-Monomorfisma, K-Epimorfisma
dan K-Isomorfisma yang akan diberikan berikut ini.

Misalkan (G, *,®,e) dan (G, %, ®,€) merupakan K-Aljabar, dan pemetaan ¢ :
G — G adalah K-Homomorfisma, maka:

(1) Pemetaan ¢ : G — G disebut K-Monomorfisma, jika ¢ suatu pemetaan satu-
satu (injektif), yaitu untuk setiap x,y € G dengan p(z) = ¢(y), maka x = y.

(2) Pemetaan ¢ : G — G disebut K-Epimorfisma, jika ¢ suatu pemetaan pada
(surjektif), yaitu untuk setiap y € G, maka terdapat = € G sehingga ¢(z) = y.

(3) Pemetaan ¢ : G — G disebut K-Isomorfisma, jika ¢ suatu pemetaan bijektif
(injektif dan surjektif)[1].

Definisi 2.10. [1] Misalkan K = (G, *,®,¢) dan K = (G,%,®,€) merupakan dua
K-Aljabar, maka himpunan semua K-Homomorfisma dari K ke K dinotasikan,

Hom(K, K).

Proposisi 2.11. [1] Misalkan K = (G, *,®,¢) dan K = (G, *,®, &) merupakan dua
K-Aljabar dan ¢ € Hom (K, K), maka untuk setiap x,y € K dan ¢(x),¢(y) € K,
maka berlaku:

(4) p(z ©y) = €, jika dan hanya jika p(z) = ¢(y),
(5) Jika H adalah K-Subaljabar dari K, maka o(H) adalah K-Subaljabar dari K.

Bukti. Misalkan K = (G, *,®,¢) dan K = (G, %,®, €) merupakan dua K-Aljabar
dan ¢ € Hom(K, K). Misalkan e unsur identitas di K dan € unsur identitas di
K. Ambil z,y € K, karena ¢ € Hom(K, K) maka ¢(z),p(y) € K dan berlaku
p(z ©y) = p(2)Op(y).

Perhatikan bahwa:
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(2) p(z™!) = ple® x),
=p(e) © ¢(v)
=g(e) * o(x) !,
=ex px) !,
=o(x)~".
(3) ple@x) =9p(e) © p(z),
=e O p(x).
4) (=) plroy)=c=p(x) O ¢y) =¢,
o(x) * oy) ' =g,
o) * o)~ * oly) =€ * o(y),
o(x) * (p(y) ™! * v(y) = ¢(y),
p(z) * € = o(y),
p(x) = p(y).
(=) v(@) = 9y) = o(x) © e(y) = o(y) © p(y),

(5) Misalkan H merupakan K-Subaljabar dari K. Akan ditunjukkan bahwa ¢(H)
adalah K-subaljabar dari K sebagai berikut:

(a) Karena H merupakan K-Subaljabar dari K dan e suatu unsur identitas di
K, maka e € H. Akibatnya ¢(e) = € € p(H), untuk suatu € unsur identitas
di K,
(b) Selanjutnya ambil u,v € p(H), yaitu u = ¢(hy) dan v = @(hg), untuk suatu
hi,hy € H. Akan ditunjukkan u ® v € p(H).
Perhatikan bahwa:
u®v=ph)© elh),
= ¢(h1 © ha),
= @(h1xhy ),
= o(h3), untuk suatu hg = hy * hy ' € H.
Jadi, u ® v € p(H).
Karena € € p(H ), untuk suatu & unsur identitas di K dan untuk sebarang unsur
u,v € p(H) berlaku u ® v € p(H), maka ¢(H) adalah suatu K-Subaljabar dari
K. O

3. Kesimpulan

K-Aljabar (G, %, ®, e) dengan e adalah suatu unsur identitas di G dibangun dari su-
atu grup dengan menggunakan operasi biner @ pada grup (G, %) yang didefinisikan
sebagai  ® y = x * y~ !, untuk setiap =,y € G, sedemikian sehingga memenuhi
aksioma-aksioma tertentu.

Dari suatu K-Aljabar dapat dibentuk satu atau lebih himpunan bagian yang
juga memiliki sifat K-Aljabar terhadap operasi biner yang sama yang kemudian
himpunan bagian tersebut dapat dinamakan K-Subaljabar. Sebagaimana halnya
pada grup yang terdapat konsep homomorfisma grup, pada K-Aljabar juga terdapat
konsep homomorfisma yang dinamakan K-Homomorfisma.



100 Meza Aprilisa dkk

Daftar Pustaka

Dar, K. H. dan Akram, M. 2006. On K-Homomorphisms of K-algebras. Inter-
national Mathematical Forum. 46 : 2283 — 2288.

Fraleigh, J. B. 1994. A First Course in Abstract Algebra. United States. Addison-
Wesley Publishing Company Inc.

Herstein, I.LN. 1996. Abstract Algebra, Third Edition. Prentice-Hall, Inc, United
States of America.

Hungerford, T.W. 1974. Algebra. Springer-Verlag New York, Inc. New York.



