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Abstrak. Pada struktur aljabar, yang biasa dikenal adalah grup dan ring. Selain grup

dan ring, juga terdapat struktur aljabar yang disebut K-aljabar. K-Aljabar merupakan

suatu struktur aljabar yang diperkenalkan oleh K.H. Dar dan M.Akram pada tahun
2006. Dari suatu K-Aljabar, dapat dibentuk satu atau lebih himpunan bagian yang juga

memiliki sifat K-Aljabar terhadap operasi biner yang sama yang kemudian himpunan

bagian tersebut dapat dinamakan K-Subaljabar. Sebagaimana halnya pada grup yang
terdapat konsep homomorfisma grup, pada K-Aljabar juga terdapat konsep homomor-

fisma yang dinamakan K-Homomorfisma. Pada tulisan ini dibahas mengenai sifat-sifat

yang terkait dengan K-Aljabar, K-Subaljabar dan K-Homomorfisma.
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1. Pendahuluan

Struktur aljabar yang biasa dikenal adalah struktur aljabar dengan satu operasi

biner, yaitu grup dan struktur aljabar dengan dua operasi biner, yaitu ring. Struktur

aljabar selain grup dan ring, juga terdapat struktur aljabar yang disebut K-aljabar.

Gagasan mengenai K-Aljabar pertama kali diperkenalkan oleh K.H. Dar dan

M.Akram pada tahun 2006. K-Aljabar merupakan suatu struktur aljabar yang

dibangun atas suatu grup G, dengan operasi biner �, yang didefinisikan seba-

gai x � y = x ∗ y−1 = xy−1 untuk semua x, y ∈ G. K-Aljabar dinotasikan de-

ngan (G, ∗,�, e) [1]. Pada K-Aljabar dikenal adanya sifat-sifat K-Subaljabar dan

K-Homomorfisma. Pada tulisan ini akan dibahas sifat-sifat yang berkaitan dengan

K-Aljabar, K-Subaljabar, dan K-Homomorfisma.

2. K-Aljabar

2.1. K-Aljabar

Definisi 2.1. [1] Misalkan (G, ∗) merupakan suatu grup dengan e suatu unsur iden-

titas di G dan didefinisikan operasi � sedemikian sehingga untuk setiap x, y ∈ G,

x � y = x ∗ y−1 maka akan membentuk struktur aljabar baru yaitu (G, ∗,�, e).
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Suatu (G, ∗,�, e) dinamakan K-Aljabar, dan untuk setiap x, y, z ∈ G memenuhi

aksioma-aksioma berikut:

(1) (x� y)� (x� z) = (x� ((e� z)� (e� y)))� x,

(2) x� (x� y) = (x� (e� y))� x,

(3) x� x = e,

(4) x� e = x,

(5) e� x = x−1.

Jika grup G adalah grup abelian maka Aksioma 1 dan 2 menjadi:

(1) (x� y)� (x� z) = (z � y),

(2) x� (x� y) = y, untuk setiap x, y, z ∈ G.

Contoh 2.2. Misalkan (R-{0}, ·) adalah suatu grup dengan identitas e = 1.

Didefinisikan operasi � pada R-{0}, sehingga x � y = x · y−1 = xy−1, untuk se-

tiap x, y ∈ R-{0}. Akan ditunjukkan bahwa (R-{0}, ·,�, 1) adalah suatu K-Aljabar.

Ambil x, y, z ∈ R-{0}, perhatikan bahwa:

(1) (x� y)� (x� z) = (xy−1)� (xz−1),

= (xy−1)(xz−1)−1,

= (xy−1)(zx−1),

= x(y−1z)x−1,

= (x(z−1y)−1)x−1,

= (x(z−1y)−1)� x,

= (x� (z−1y))� x,

= (x� (z−1 � y−1))� x,

= (x� ((e� z)� (e� y)))� x.

(2) x� (x� y) = x� (xy−1),

= x(xy−1)−1,

= (xy)x−1,

= (xy)� x,

= (x� y−1)� x,

= (x� (e� y))� x,

(3) x� x. = x · x−1 = 1 = e.

(4) x� e = x · e−1 = x · e = x · 1 = x.

(5) e� x = e · x−1 = 1 · x−1 = x−1.

Jadi terbukti bahwa (R-{0}, ·,�, 1) adalah suatu K-Aljabar.

Definisi 2.3. [1] Suatu K-Aljabar (G, ∗,�, e) adalah K-Aljabar abelian jika untuk

setiap x, g ∈ G berlaku g � (e� x) = x� (e� g).

Proposisi 2.4. (G, ∗,�, e) adalah suatu K-Aljabar abelian jika dan hanya jika

(G, ∗) adalah grup abelian.

Bukti. Misalkan (G, ∗,�, e) adalah suatu K-Aljabar abelian, akibatnya untuk se-

tiap x, g ∈ G, berlaku
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g � (e� x) = x� (e� g),

akibatnya,

g � (ex−1) = x� (eg−1),

g � (x−1) = x� (g−1),

g((x−1)−1) = x((g−1)−1),

gx = xg.

Karena g ∗ x = x ∗ g, untuk setiap x, g ∈ G maka (G, ∗) adalah grup abelian.

Selanjutnya misalkan (G, ∗) adalah grup abelian. Akan ditunjukkan (G, ∗,�, e)
adalah suatu K-Aljabar abelian. Karena (G, ∗) adalah grup abelian, akibatnya un-

tuk setiap x, g ∈ G, berlaku gx = xg.

Perhatikan bahwa:

g � (e� x) = g � (x−1),

= g(x−1)−1,

= gx,

= xg,

= x(g−1)−1,

= x� (g−1),

= x� (e� g).

Karena g � (e� x) = x� (e� g), untuk setiap x, g ∈ G, maka terbukti (G, ∗,�, e)
adalah suatu K-Aljabar abelian.

Proposisi 2.5. [1] Misalkan (G, ∗,�, e) suatu K-Aljabar maka berlaku:

(1) (x� y)� (u� v) = (x� (e� v)� (e� y))� u,

(2) (x� y)� z = x� (z � (e� y)),

(3) e� (e� x) = x,

(4) e� (x� y) = y � x,

(5) x� y = e jika dan hanya jika x = y.

Bukti. Misalkan (G, ∗,�, e) merupakan suatu K-Aljabar. Ambil sebarang unsur

x, y, z, u, v ∈ G dan misalkan e unsur identitas di G, maka untuk setiap x, y, z, u, v ∈
G berlaku :

(1) (x� y)� (u� v) = (xy−1)� (uv−1),

= (xy−1)(uv−1)−1,

= (xy−1)(vu−1),

= (xy−1v)u−1,

= x(y−1v)u−1,

= x(v−1y)−1u−1,

= (x(v−1y)−1)u−1,

= (x(v−1y)−1)� u,

= (x� (v−1y))� u,

= (x� (v−1 � y−1))� u,

= (x� (e� v)� (e� y))� u.
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(2) (x� y)� z = (xy−1)� z,

= (xy−1)z−1,

= x(y−1z−1),

= x(zy)−1,

= x� (zy),

= x� (z � y−1),

= x� (z � (e� y)).

(3) e� (e� x) = e� (ex−1),

= e� x−1,

= ex,

= x.

(4) e� (x� y) = e� (xy−1),

= e(xy−1)−1,

= (xy−1)−1,

= yx−1,

= y � x.

(5) Perhatikan bahwa:

(⇒) x� y = e⇒ xy−1 = e,

⇒ (xy−1)y = ey,

⇒ x(y−1y) = y,

⇒ xe = y,

⇒ x = y.

(⇐) x = y ⇒ xy−1 = yy−1,

⇒ (x� y) = e.

2.2. K-Subaljabar

Definisi 2.6. [1] Misalkan (G, ∗,�, e) suatu K-Aljabar. Suatu himpunan tak kosong

H, dengan H ⊆ G disebut K-Subaljabar jika:

(1) e ∈ H,

(2) h1 � h2 ∈ H, untuk setiap h1, h2 ∈ H.

Proposisi 2.7. [1] Misalkan (G, ∗,�, e) suatu K-Aljabar dan g ∈ G. Jika H suatu

subgrup dari G, maka Hg2 = {g � (g � x)|x ∈ G} adalah suatu K-Subaljabar dari

(G, ∗,�, e).

Bukti.

(1) Akan ditunjukkan e ∈ Hg2 . Karena (G,∗,�,e) suatu K-Aljabar maka e unsur

identitas di G. Perhatikan bahwa:

e = ee,

= (gg−1)e,

= g(g−1e),

= g(e−1g)−1,

= g(eg)−1,
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= g � (eg),

= g � (ge),

= g � (ge−1),

= g � (g � e) ∈ Hg2 .

Jadi e ∈ Hg2 .

(2) Ambil sebarang unsur h1, h2 ∈ Hg2 . Akan ditunjukkan h1 � h2 ∈ Hg2 . Dari

h1, h2 ∈ Hg2 diperoleh h1 = g � (g � u) dan h2 = g � (g � v), untuk suatu

u, v ∈ G, akibatnya:

h1 � h2 = (g � (g � u))� (g � (g � v)),

= (g(gu−1)−1)� (g(gv−1)−1),

= (g(ug−1))(g(gv−1)−1)−1,

= (g(ug−1))((gv−1)g−1),

= gu(g−1g)v−1g−1,

= guv−1g−1,

= g((uv−1)g−1),

= g(g(uv−1)−1)−1,

= g � (g(uv−1)−1),

= g � (g � (u� v)) ∈ Hg2 .

Jadi h1 � h2 ∈ Hg2 .

Jadi terbukti bahwa Hg2 = {g � (g � x)|x ∈ G} adalah suatu K-Subaljabar dari

(G, ∗,�, e).

2.3. K-Homomorfisma

Definisi 2.8. [1] Misalkan K = (G, ∗,�, e) dan K̄ = (Ḡ, ∗̄, �̄, ē) merupakan K-

Aljabar. Suatu pemetaan ϕ dari K ke K̄, disebut K-Homomorfisma jika untuk setiap

x, y ∈ K berlaku ϕ(x� y) = ϕ(x)�̄ϕ(y), dimana ϕ(x), ϕ(y) ∈ K̄.

Contoh 2.9. Misalkan (G, ∗,�, e) merupakan suatu K-Aljabar dan g ∈ G. Se-

lanjutnya didefinisikan himpunan H = {g � (g � x)|x ∈ G}. Misalkan (H, ∗,�, e)
merupakan suatu K-Aljabar dan ϕ : (G, ∗,�, e) → (H, ∗,�, e) suatu pemetaan de-

ngan ϕ(x) = g � (g � x),∀x ∈ G. Akan ditunjukkan ϕ : (G, ∗,�, e) → (H, ∗,�, e)
merupakan suatu K-Homomorfisma. Ambil a, b ∈ G, karena G suatu grup maka

a� b = ab−1 ∈ G. Akibatnya:

ϕ(a� b) = g � (g � (a� b)),

= g � (g � (ab−1)),

= g � (g(ab−1)−1),

= g(g(ab−1)−1)−1,

= g((ab−1)g−1),

= gab−1g−1,

= gaeb−1g−1,

= ga(g−1g)b−1g−1,

= (gag−1)(gb−1g−1),

= (gag−1)(g(gb)−1),

= (gag−1)((gb)g−1)−1,
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= (gag−1)� ((gb)g−1),

= (g(ag−1))� (g(bg−1)),

= (g(ga−1)−1)� (g(gb−1)−1),

= (g � (ga−1))� (g � (gb−1)),

= (g � (g � a))� (g � (g � b)),

= ϕ(a)� ϕ(b).

Karena ϕ(a � b) = ϕ(a) � ϕ(b), maka terbukti pemetaan ϕ : (G,�) → (H,�)

merupakan suatu K-Homomorfisma.

Pada grup dikenal konsep monomorfisma, epimorfisma dan isomorfisma. Seperti

pada grup, pada K-Aljabar juga dikenal konsep K-Monomorfisma, K-Epimorfisma

dan K-Isomorfisma yang akan diberikan berikut ini.

Misalkan (G, ∗,�, e) dan (Ḡ, ∗̄, �̄, ē) merupakan K-Aljabar, dan pemetaan ϕ :

G→ Ḡ adalah K-Homomorfisma, maka:

(1) Pemetaan ϕ : G → Ḡ disebut K-Monomorfisma, jika ϕ suatu pemetaan satu-

satu (injektif), yaitu untuk setiap x, y ∈ G dengan ϕ(x) = ϕ(y), maka x = y.

(2) Pemetaan ϕ : G → Ḡ disebut K-Epimorfisma, jika ϕ suatu pemetaan pada

(surjektif), yaitu untuk setiap y ∈ Ḡ, maka terdapat x ∈ G sehingga ϕ(x) = y.

(3) Pemetaan ϕ : G → Ḡ disebut K-Isomorfisma, jika ϕ suatu pemetaan bijektif

(injektif dan surjektif)[1].

Definisi 2.10. [1] Misalkan K = (G, ∗,�, e) dan K̄ = (Ḡ, ∗̄, �̄, ē) merupakan dua

K-Aljabar, maka himpunan semua K-Homomorfisma dari K ke K̄ dinotasikan,

Hom(K, K̄).

Proposisi 2.11. [1] Misalkan K = (G, ∗,�, e) dan K̄ = (Ḡ, ∗̄, �̄, ē) merupakan dua

K-Aljabar dan ϕ ∈ Hom(K, K̄), maka untuk setiap x, y ∈ K dan ϕ(x), ϕ(y) ∈ K̄,

maka berlaku:

(1) ϕ(e) = ē, untuk suatu e unsur identitas di K dan ē unsur identitas di K̄,

(2) ϕ(x−1) = ϕ(x)−1,

(3) ϕ(e� x) = ē �̄ ϕ(x),

(4) ϕ(x� y) = ē, jika dan hanya jika ϕ(x) = ϕ(y),

(5) Jika H adalah K-Subaljabar dari K, maka ϕ(H) adalah K-Subaljabar dari K̄.

Bukti. Misalkan K = (G, ∗,�, e) dan K̄ = (Ḡ, ∗̄, �̄, ē) merupakan dua K-Aljabar

dan ϕ ∈ Hom(K, K̄). Misalkan e unsur identitas di K dan ē unsur identitas di

K̄. Ambil x, y ∈ K, karena ϕ ∈ Hom(K, K̄) maka ϕ(x), ϕ(y) ∈ K̄ dan berlaku

ϕ(x� y) = ϕ(x)�̄ϕ(y).

Perhatikan bahwa:

(1) ϕ(e) = ϕ(x� x),

= ϕ(x) �̄ ϕ(x),

= ϕ(x) ∗̄ ϕ(x)−1,

= ē.
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(2) ϕ(x−1) = ϕ(e� x),

= ϕ(e) �̄ ϕ(x),

= ϕ(e) ∗̄ ϕ(x)−1,

= ē ∗̄ ϕ(x)−1,

= ϕ(x)−1.

(3) ϕ(e� x) = ϕ(e) �̄ ϕ(x),

= ē �̄ ϕ(x).

(4) (⇒) ϕ(x� y) = ē⇒ ϕ(x) �̄ ϕ(y) = ē,

ϕ(x) ∗̄ ϕ(y)−1 = ē,

ϕ(x) ∗̄ ϕ(y)−1 ∗̄ ϕ(y) = ē ∗̄ ϕ(y),

ϕ(x) ∗̄ (ϕ(y)−1 ∗̄ ϕ(y)) = ϕ(y),

ϕ(x) ∗̄ ē = ϕ(y),

ϕ(x) = ϕ(y).

(⇐) ϕ(x) = ϕ(y)⇒ ϕ(x) �̄ ϕ(y) = ϕ(y) �̄ ϕ(y),

ϕ(x� y) = ϕ(y � y),

ϕ(x� y) = ϕ(e),

ϕ(x� y) = ē,

(5) Misalkan H merupakan K-Subaljabar dari K. Akan ditunjukkan bahwa ϕ(H)

adalah K-subaljabar dari K̄ sebagai berikut:

(a) Karena H merupakan K-Subaljabar dari K dan e suatu unsur identitas di

K, maka e ∈ H. Akibatnya ϕ(e) = ē ∈ ϕ(H), untuk suatu ē unsur identitas

di K̄,

(b) Selanjutnya ambil u, v ∈ ϕ(H), yaitu u = ϕ(h1) dan v = ϕ(h2), untuk suatu

h1, h2 ∈ H. Akan ditunjukkan u �̄ v ∈ ϕ(H).

Perhatikan bahwa:

u �̄ v = ϕ(h1) �̄ ϕ(h2),

= ϕ(h1 � h2),

= ϕ(h1 ∗ h−1
2 ),

= ϕ(h3), untuk suatu h3 = h1 ∗ h−1
2 ∈ H.

Jadi, u �̄ v ∈ ϕ(H).

Karena ē ∈ ϕ(H), untuk suatu ē unsur identitas di K̄ dan untuk sebarang unsur

u, v ∈ ϕ(H) berlaku u �̄ v ∈ ϕ(H), maka ϕ(H) adalah suatu K-Subaljabar dari

K̄.

3. Kesimpulan

K-Aljabar (G, ∗,�, e) dengan e adalah suatu unsur identitas di G dibangun dari su-

atu grup dengan menggunakan operasi biner � pada grup (G, ∗) yang didefinisikan

sebagai x � y = x ∗ y−1, untuk setiap x, y ∈ G, sedemikian sehingga memenuhi

aksioma-aksioma tertentu.

Dari suatu K-Aljabar dapat dibentuk satu atau lebih himpunan bagian yang

juga memiliki sifat K-Aljabar terhadap operasi biner yang sama yang kemudian

himpunan bagian tersebut dapat dinamakan K-Subaljabar. Sebagaimana halnya

pada grup yang terdapat konsep homomorfisma grup, pada K-Aljabar juga terdapat

konsep homomorfisma yang dinamakan K-Homomorfisma.
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