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Abstrak. Dalam makalah ini diselesaikan sistem persamaan diferensial linier orde frac-
tional dengan turunan tipe Caputo. Teorema utama yang menyajikan bentuk umum

solusi didiskusikan. Beberapa contoh yang mengilustrasikan teorema utama dipaparkan.
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1. Pendahuluan

Diberikan suatu sistem persamaan diferensial fractional linier sebagai berikut.

dαx(t)

dtα
= Ax(t) +Bu(t), x(0) = x0 (1.1)

dengan:

dαf(t)

dtα
=

1

Γ(m− α)

t∫
0

(t− τ)m−α−1
dm

dtm
f(τ)dτ, (1.2)

dimana A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, u(t) ∈ Rm, untuk m − 1 < α < m,m ∈ N, dan Γ

adalah fungsi gamma.

Dalam makalah ini akan diselesaikan sistem persamaan diferensial (1.1), dimana
dαx(t)

dtα
adalah turunan fractional tipe Caputo.

2. Landasan Teori

2.1. Transformasi Laplace

Definisi 2.1. [6] Misalkan f(t) adalah suatu fungsi yang didefinisikan untuk t > 0

dan s ∈ R. Maka Transformasi Laplace dari f(t), didefinisikan sebagai berikut

L [f(t)] = F (s) =

∞∫
0

f(t)e−stdt. (2.1)
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Transformasi Laplace dari F(s) dikatakan ada apabila integral pada Definisi 2.1

konvergen untuk beberapa nilai s, bila tidak demikian maka transformasi Laplace

dari F(s) dikatakan tidak ada [6].

Teorema 2.2. [4] Transformasi Laplace dari turunan orde ke-m dari suatu fungsi

f(t) diberikan sebagai berikut

L[f (m)(t)] = smF (s)− s(m−1)f(0)− s(m−2)f
′
(0)− · · · − f (m−1)(0). (2.2)

Teorema 2.3. [3] Jika transformasi Laplace dari fungsi f(t) dan g(t) adalah F (s)

dan G(s) maka transformasi Laplace untuk konvolusi kedua fungsi tersebut adalah

L

 t∫
0

f(t− τ)g(τ)dτ

 = F (s) ∗G(s).

2.2. Fungsi Gamma dan Fungsi Beta

Definisi 2.4. [4] Fungsi Gamma didefinisikan sebagai berikut.

Γ(n) =

∞∫
0

tn−1e−tdt, n > 0.

Definisi 2.5. [4] Fungsi Beta didefinisikan sebagai berikut.

B(p, q) =

1∫
0

xp−1(1− x)q−1dx, x ∈ R, p, q ∈ C,

dimana p > 0 dan q > 0.

2.3. Turunan Fractional Tipe Caputo

Definisi 2.6. [3] Turunan fractional Caputo orde α ∈ R dari fungsi f(t) dengan

m− 1 < α < m,m ∈ N, dinotasikan dengan
dαf(t)

dtα
, didefinisikan sebagai berikut.

dαf(t)

dtα
=

1

Γ(m− α)

t∫
0

f (m)(τ)dτ

(t− τ)α+1−m ,

dimana f (m)(τ) adalah turunan ke-m dari fungsi f(τ) dan Γ(m− α) menyatakan

fungsi gamma dari (m− α).

Teorema 2.7. [3] Turunan fractional Caputo memenuhi sifat kelinieran, yaitu

dα

dtα
[λf(t) + µg(t)] = λ

dα

dtα
f(t) + µ

dα

dtα
g(t), λ, µ ∈ R.

Teorema 2.8. [3] Transformasi Laplace dari turunan fractional Caputo adalah

L
[
dα

dtα
f(t)

]
= sαF (s)−

m∑
k=1

s(α−k)f (k−1)(0). (2.3)
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Bukti.

L
[
dα

dtα
f(t)

]
= L

 1

Γ(m− α)

t∫
0

f (m)(τ)dτ

(t− τ)α+1−m

 ,
=

1

Γ(m− α)
L

 t∫
0

f (m)(τ)dτ

(t− τ)α+1−m

 ,
=

1

Γ(m− α)
L

 t∫
0

(t− τ)m−1−αf (m)(τ)dτ

 ,
=

1

Γ(m− α)
L
[
tm−α−1

]
L
[
f (m)(t)

]
, (dari Teorema 2.3),

=
1

Γ(m− α)

Γ(m− α)

sm−α

[
smF (s)−

m∑
k=1

s(m−k)f (k−1)(0)

]
,

=
1

sm−α

[
smF (s)−

m∑
k=1

s(m−k)f (k−1)(0)

]
,

= sαF (s)−
m∑
k=1

s(α−k)f (k−1)(0).

3. Pembahasan

Perhatikan kembali sistem persamaan (1.1), yaitu

dαx(t)

dtα
= Ax(t) +Bu(t), x(0) = x0,

dimana A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm dan
dαx(t)

dtα
menyatakan

turunan fractional orde α dari x(t).

Teorema 3.1. [3] Solusi dari sistem persamaan (1.1) untuk m− 1 < α < m,

m ∈ N adalah

x(t) =

m∑
k=1

Φk(t)x(k−1)(0) +

t∫
0

Φ(t− τ)Bu(τ)dτ, (3.1)

dimana

Φk(t) =

∞∑
n=0

AnL−p
[
s−(αn+k)

]
=

∞∑
n=0

Ant(nα+k)−1

Γ(nα+ k)
, (3.2)

Φ(t) =

∞∑
n=0

AnL−p[s−(n+1)α],

=

∞∑
n=0

Ant(n+1)α−1

Γ(n+ 1)α
. (3.3)
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Bukti. Dengan menerapkan transformasi Laplace pada sistem (1.1), diperoleh

L
[
dα

dtα
x(t)

]
= L [Ax(t) +Bu(t)] ,

= L [Ax(t)] + L [Bu(t)] .

Berdasarkan persamaan (2.3) pada Teorema 2.8, diperoleh

sαX(s)−
m∑
k=1

s(α−k)x(k−1)(0) = AX(s) +BU(s),

sαX(s)−AX(s) = BU(s) +

m∑
k=1

s(α−k)x(k−1)(0),

(Ins
α −A)X(s) = BU(s) +

m∑
k=1

s(α−k)x(k−1)(0).

Sehingga,

X(s) = [Ins
α −A]−1

[
BU(s) +

m∑
k=1

s(α−k)x(k−1)(0)

]
. (3.4)

Karena

[Ins
α −A]−1 =

[
I

sα
+

A

s2α
+
A2

s3α
+ · · · .+ An

s(n+1)α
+ · · · .

]
,

=

∞∑
n=0

Ans−(n+1)α, (3.5)

maka persamaan (3.4) menjadi

X(s) =

∞∑
n=0

Ans−(n+1)α

[
BU(s) +

m∑
k=1

s(α−k)x(k−1)(0)

]
,

=
∞∑
n=0

Ans−(n+1)α
m∑
k=1

s(α−k)x(k−1)(0) +

∞∑
n=0

Ans−(n+1)αBU(s),

=

∞∑
n=0

m∑
k=1

Ans−(αn+k)x(k−1)(0) +

∞∑
n=0

Ans−(n+1)αBU(s).

Dengan mentransformasi Laplace, inverskan X(s) diperoleh

x(t) = L−p [X(s)] ,

= L−p
[ ∞∑
n=0

m∑
k=1

Ans−(αn+k)x(k−1)(0) +

∞∑
n=0

Ans−(n+1)αBU(s)

]
,

= L−p
[ ∞∑
n=0

m∑
k=1

Ans−(αn+k)x(k−1)(0)

]
+ L−p

[ ∞∑
n=0

Ans−(n+1)αBU(s)

]
,
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=

∞∑
n=0

m∑
k=1

AnL−p
[
s−(αn+k)

]
x(k−1)(0) +

∞∑
n=0

AnL−p
[
s−(n+1)αBU(s)

]
,

=

∞∑
n=0

m∑
k=1

Ant(nα+k)−1

Γ(nα+ k)
x(k−1)(0) +

∞∑
n=0

AnL−p
[
s−(n+1)αBU(s)

]
,

=

∞∑
n=0

m∑
k=1

Ant(nα+k)−1

Γ(nα+ k)
x(k−1)(0) +

t∫
0

∞∑
n=0

An(t− τ)(n+1)α−1Bu(τ)dτ.

Dengan demikian,

x(t) =

m∑
k=1

Φk(t)x(k−1)(0) +

t∫
0

Φ(t− τ)Bu(τ)dτ,

dimana

Φk(t) =

∞∑
n=0

AnL−p
[
s−(αn+k)

]
=

∞∑
n=0

Ant(nα+k)−1

Γ(nα+ k)
,

Φ(t) =

∞∑
n=0

AnL−p[s−(n+1)α],

=

∞∑
n=0

Ant(n+1)α−1

Γ(n+ 1)α
.

Contoh 3.2. Tentukanlah solusi dari sistem (1.1) dengan

A =

0 1 0

0 0 0

1 0 0

 , B =

 1

−2

2

 , x(0) =

1

1

1

 , x
′
(0) =

−1

1

−1

 , x
′′
(0) =

 1

0

−1


untuk α = 3/2, dan u(t) = 1.

Karena

A =

0 1 0

0 0 0

1 0 0

 , maka An =

0 0 0

0 0 0

0 0 0

 , untuk n = 3, 4, 5, · · · .

Dengan menggunakan persamaan (3.2) dan (3.3), diperoleh

Φk(t) =

∞∑
n=0

Ant(nα+k)−1

Γ(nα+ k)
,

=
A0t(k)−1

Γ(k)
+
At(α+k)−1

Γ(α+ k)
+
A2t(2α+k)−1

Γ(2α+ k)
, (3.6)

Φ(t) =

∞∑
n=0

Ant(n+1)α−1

Γ(n+ 1)α
,

= I3
tα−1

Γ(α)
+A

t2α−1

Γ(2α)
+A2 t

3α−1

Γ(3α)
. (3.7)

Untuk α =
3

2
, diperoleh m = 2 karena 1 <

3

2
< 2.
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Subtitusikan persamaan (3.6) dan (3.7) dengan u(t) = 1 ke dalam persamaan

(3.1), maka diperoleh

x(t) =

m∑
k=1

Φk(t)x(k−1)(0) +

t∫
0

Φ(t− τ)Bu(τ)dτ,

=

2∑
k=1

Φk(t)x(k−1)(0) +

t∫
0

Φ(t− τ)Bu(τ)dτ,

= Φ1(t)x(0) + Φ2(t)x
′
(0) +

t∫
0

Φ(t− τ)Bu(τ)dτ,

=

[
I3 +

Atα

Γ(α+ 1)
+

A2t2α

Γ(2α+ 1)

]
x(0) +

[
A0t1

Γ(2)
+

Atα+1

Γ(α+ 2)
+

A2t2α+1

Γ(2α+ 2)

]
x

′
(0),

+

t∫
0

[
B

Γ(α)
(t− τ)α−1 +

AB

Γ(2α)
(t− τ)2α−1 +

A2B

Γ(3α)
(t− τ)3α−1

]
dτ,

= x(0) +
Ax(0)tα

Γ(α+ 1)
+
A2x(0)t2α

Γ(2α+ 1)
+
A0x

′
(0)t1

Γ(2)
+
Ax

′
(0)tα+1

Γ(α+ 2)
+
A2x

′
(0)t2α+1

Γ(2α+ 2)
,

+
Btα

Γ(α+ 1)
+

ABt2α

Γ(2α+ 1)
+

A2Bt3α

Γ(3α+ 1)
,

=

1

1

1

+

0 1 0

0 0 0

1 0 0

1

1

1

 tα

Γ(α+ 1)
+

0 0 0

0 0 0

0 1 0

1

1

1

 t2α

Γ(2α+ 1)
+

−1

1

−1

 t

Γ(2)

+

0 1 0

0 0 0

1 0 0

−1

1

−1

 tα+1

Γ(α+ 2)
+

0 0 0

0 0 0

0 1 0

−1

1

−1

 t2α+1

Γ(2α+ 2)
+

 1

−2

2

 tα

Γ(α+ 1)
,

+

0 1 0

0 0 0

1 0 0

 1

−2

2

 t2α

Γ(2α+ 1)
+

0 0 0

0 0 0

0 1 0

 1

−2

2

 t3α

Γ(3α+ 1)
,

=

1

1

1

+

1

0

1

 tα

Γ(α+ 1)
+

0

0

1

 t2α

Γ(2α+ 1)
+

−1

1

−1

 t

Γ(2)
+

 1

0

−1

 tα+1

Γ(α+ 2)
,

+

0

0

1

 t2α+1

Γ(2α+ 2)
+

 1

−2

2

 tα

Γ(α+ 1)
+

−2

0

1

 t2α

Γ(2α+ 1)
+

 0

0

−2

 t3α

Γ(3α+ 1)

=


1− t

Γ(2)
+

2tα

Γ(α+ 1)
+

tα+1

Γ(α+ 2)
− 2t2α

Γ(2α+ 1)

1 +
t

Γ(2)
− 2tα

Γ(α+ 1)

1− t

Γ(2)
+

3tα

Γ(α+ 1)
− tα+1

Γ(α+ 2)
+

2t2α

Γ(2α+ 1)
+

t2α+1

Γ(2α+ 2)
− 2t3α

Γ(3α+ 1)

 ,
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=


1− t+

8

3
t

√
t

Π
+

4

3
t2
√

t

Π
− 1

3
t3

1 + t− 8

3
t

√
t

Π

1− t+ 4t

√
t

Π
− 15

8
t2
√

t

Π
+

1

3
t3 +

1

24
t4 − 64

945
t4
√

t

Π


4. Kesimpulan

Solusi sistem persamaan diferensial linier fractional pada persamaan (1.1) adalah:

x(t) =

m∑
k=1

Φk(t)x(k−1)(0) +

t∫
0

Φ(t− τ)Bu(τ)dτ, dimana

Φk(t) =

∞∑
n=0

AnL−p
[
s−(αn+k)

]
=

∞∑
n=0

Ant(nα+k)−1

Γ(nα+ k)
,

Φ(t) =

∞∑
n=0

AnL−p[s−(n+1)α] =

∞∑
n=0

Ant(n+1)α−1

Γ(n+ 1)α
.
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