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Abstrak. Dalam makalah ini diselesaikan sistem persamaan diferensial linier orde frac-
tional dengan turunan tipe Caputo. Teorema utama yang menyajikan bentuk umum
solusi didiskusikan. Beberapa contoh yang mengilustrasikan teorema utama dipaparkan.

Kata Kunci: Sistem Persamaan Diferensial Fractional, Turunan Tipe Caputo

1. Pendahuluan

Diberikan suatu sistem persamaan diferensial fractional linier sebagai berikut.

TXO _ ax(t) + Bult), x(0) = x, (L1)
dengan:
t
daf(t) _ 1 m—a—1 am
= Ty | T G e (1.2)
0
dimana A € R™*"™, B e R™™ u(t) € R, untuk m — 1 < a <m,m €N, dan I’

adalah fungsi gamma.
Dalam makalah ini akan diselesaikan sistem persamaan diferensial (1.1), dimana
d*x(t)
dte

adalah turunan fractional tipe Caputo.

2. Landasan Teori
2.1. Transformasi Laplace

Definisi 2.1. [6] Misalkan f(t) adalah suatu fungsi yang didefinisikan untuk t > 0
dan s € R. Maka Transformasi Laplace dari f(t), didefinisikan sebagai berikut

LIF0) = Fs) = [ ftye . (2.1)
0
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Transformasi Laplace dari F(s) dikatakan ada apabila integral pada Definisi 2.1
konvergen untuk beberapa nilai s, bila tidak demikian maka transformasi Laplace
dari F(s) dikatakan tidak ada [6].

Teorema 2.2. [4] Transformasi Laplace dari turunan orde ke-m dari suatu fungsi
f(t) diberikan sebagai berikut

LI @] = 5™ F(s) = sV F(0) = 52 f (0) == fD(0) (22)

Teorema 2.3. [3] Jika transformasi Laplace dari fungsi f(t) dan g(t) adalah F(s)
dan G(s) maka transformasi Laplace untuk konvolusi kedua fungsi tersebut adalah

L /f(t—T)g(T)dT = F(s) « G(s).

2.2. Fungsi Gamma dan Fungsi Beta

Definisi 2.4. [4] Fungsi Gamma didefinisikan sebagai berikut.

oo

I'(n) = /t”fle*tdt, n > 0.
0

Definisi 2.5. [4] Fungsi Beta didefinisikan sebagai berikut.

1
B(p,q) = /xp’l(l —2)9 Yz, 2 €R, p,q€C,
0
dimana p > 0 dan g > 0.

2.3. Turunan Fractional Tipe Caputo

Definisi 2.6. [3] Turunan fractional Caputo orde @ € R dari fungsi f(t) dengan
d*f(t)
dte

d* f(t) 1 / 0 (r)dr
(

= t— T)aJrlfm’

m—1<a<m,méeN, dinotasikan dengan didefinisikan sebagai berikut.

dte T'(m—a)
0

dimana ) (1) adalah turunan ke-m dari fungsi f(7) dan T'(m — ) menyatakan
fungsi gamma dari (m — «).
Teorema 2.7. [3] Turunan fractional Caputo memenuhi sifat kelinieran, yaitu
NS + g = A f 1) + pg(t), Ap € B
dte dt> dt>
Teorema 2.8. [3] Transformasi Laplace dari turunan fractional Caputo adalah

L {j; f(t)} = 5YF(s) — ;sw—’ﬂ FED(0). (2.3)
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Bukti.

B 1 [ fO)(r)dr
o F(m—a)/: 0/ (t — 7)ati-m |’
_ 1 [ . m—1—a g(m) Adr
S O/<t i ) )
1 m—a—1 m 3
= m/j [t | [f( )(t)] , (dari Teorema 2.3),
1 L'(m—a)

S (s) fsm—“f(k-”(m] ,
k=1

1

sm—a

()Y s<m-’“>f<k-l><o>] ,
k=1

= s"F(s) = »_ sl M f=1(0).
k

O
=1
3. Pembahasan
Perhatikan kembali sistem persamaan (1.1), yaitu
dox(t
X0 — ax(t) + Bult), x(0) = xo.
. « o d*x(t)
dimana A € R"*" B € R"™™, x(t) € R", u(t) € R™ dan e menyatakan
turunan fractional orde « dari x(t).
Teorema 3.1. [3] Solusi dari sistem persamaan (1.1) untuk m —1 < a < m,
m € N adalah
" ¢
z(t) =Y O (t)z*D(0) + / ®(t — 7)Bu(r)dr, (3.1)
k=1 4
dimana
oo 0 Ant(na-‘rk)—l
Dp(t) = AnLT |sTlonth)l N 3.2
k() 7; [8 } ZB T(na+k) (32)
o0
q)(t) — Z An‘c—\[s—(n—i-l)oz}7
n=0

i": Ant(nJrl)afl (3 3)
— I'(n+1a
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Bukti. Dengan menerapkan transformasi Laplace pada sistem (1.1), diperoleh

I L;Z;x(t)] = L[Ax(t) + Bu(t)],
= L[Ax(t)] + L [Bu(t)].

Berdasarkan persamaan (2.3) pada Teorema 2.8, diperoleh

Z (a=R)x(*=1)(0) = AX(s) + BU(s),

Sa() AX( +Z (a—k) kl )

m

(I,s* — A)X(s) = BU(s) + Z (@R x(k=1) (),

Sehingga,

X(s) = [I,s* — A" DEDY s(ak)x(kl)(O)] . (3.4)

k=1
Karena
1 A A? An
o —_ _1 = —_— — — ...
[Ls® — A7 = La tat e Tt e } :
— ZA”Si(nJrl)a, (35)
n=0

maka persamaan (3.4) menjadi

X(S) ZAn —(n+1)a BU +Zsa k) (k— 1) )‘|’
n=0 k=1

. ZAn _(n+1)az (o‘_k)x(k_l)(())—I—ZATLS_(H'H)O‘BU(S),

k=1 n=0

— Z Z Ans—(om+k)x(k—1)(0) + Z Ans_(n—H)aBU(S).

n=0 k=1 n=0

Dengan mentransformasi Laplace, inverskan X(s) diperoleh

m oo
l ZAn — om+k) (k— 1) )—I—ZATLS_(n—H)aBU(S)

n=0 k=1 n=0

=L lZZAnS— ocn-i—k) (k— 1)( )

n=0 k=1

Z Ars~ (D pry(s)

n=0




Solusi Sistem Persamaan Diferensial Linier Orde Fractional 105

= ZZA”L‘ [sen ] x( Do +ZA”£ s~ e BU ()]
nooo kml o

=2 0.5

x=1 (0 +ZA”£ [ ~(n+Da By (s )]
n=0 k=1

I(na+ k)

Ant(naJrk) 1

D I L /ZA” )97 ().

n=0 k=1

Dengan demikian,

t

:i x(k= 1) )+/<I>(t—'r)Bu(T)dT,

0

dimana
Ant(na+k:)
np— (an+k) | _
Z ATL [ ] N z:: F(na+k)’
o(t) = Y AnL s (e,
n=0
0 Ant(n+1)a—1
F'n+1a -~ O

n=0

Contoh 3.2. Tentukanlah solusi dari sistem (1.1) dengan

010 1 1 -1 1
A=1000|, B=|-2|,x(0)=|1|,x(0)=1]1], x (0) 0
100 2 1 —1 -1
untuk a = 3/2, dan u(t) = 1.
Karena
010 000
A=1000|, maka A" =1000|, untukn=3,4,5,---.
100 000
Dengan menggunakan persamaan (3.2) dan (3.3), diperoleh
e Ant(na+k)—1
i(t) = F(na+k) ’
n=0
AOt(k‘)—l At(a-i-k)—l A2t(2a+k)—l
= + + ) (3.6)
(k) INa+k) I'2a+ k)

> Ant(n+1)(x—1

P(t) = _

®) nZ:o Fn+ 1o’
t(x—l tQa 1 t3a—1
=1 A A? .
) T " T(Ga)

3 3
Untuk o = 2 diperoleh m = 2 karena 1 < 3 < 2.

(3.7)
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Subtitusikan persamaan (3.6) dan (3.7) dengan u(t) = 1 ke dalam persamaan
(3.1), maka diperoleh

= @ ()x(0) + P2 (t)x (0) + /q)(t — 7)Bu(r)dr,
0

Ata A2t2a Aotl Ata—i-l A2t2a+1
:{b+r@+n+rﬁwqﬂ 0 {nm*rw+m+r@H4JXmL
/ i a 1 AB T 2a—1 A2B 3a—1 T,
+!{Ha et et ]d
B Ax(0)t*  A2x(0)2*  A%X(0)t'  Ax (0)t*tl  A2x(0)r2et!
=X+ ) T TRa 1 T2 | Tla+2) T2a+2)

N Bt® N ABt?® N A?Bt3>
Fla+1) TRa+1) TI'Ba+1l)’

17 [010] 1 0001 1] oa -1,
— |1+ [ooo] |1 000| |1 1| -
1 100| |1 010] |1 fa+1) | e

010] [-1] 0 000 2ot 1 o
000 1| ———= 000 2| =——
* F(a+2)+ T2a+2) Ma+1)’

@

Tlat1)

~

100/ [—1] 010 2
0101 [17] 000] 1

+1000| |2 57—+ |000| | -2| =5——
100, _2_1“(2&—&-1) 010l |2 (3a+1)

N 8 t2a+1 N 12 to N _02 t2a N 8 t3o¢
1 I'(2a+2) 5 Ia+1) 1 I'2a+1) 9 I'(3a+1)
t 2t totl 212
1-— + + —
re) r'(a+1) T(a+2) TQRa+1)
t 2t«
= 1 S —
YT T TlatD)
t 3@ ta—l—l 2t2a t20¢+1 2t3a

r2) T(a+1) T(a+2) + [(2a+1) + F2a+2) T@Ba+1)
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8 [t 4, [t 1
L—t+4 -ty =+ =t/ = — =13
MR TRt T

8 [t
l+t— -ty =

N 3V
t 15, [t 1., 1 64 t
1—t+4ty )= — =2/ =+ 3+ —t* — —t4 /=
+ o 8 mt3 Ty 945 \ 1T

4. Kesimpulan

Solusi sistem persamaan diferensial linier fractional pada persamaan (1.1) adalah:

t

x(t) = i &5, (H)x*FD(0) + / ®(t — 7)Bu(r)dr, dimana
k=1

0
00 o tom 00 Ant(na+k)—1
Bult) = 3o [ =3 Sy

0 Ant(n-i-l)a—l

Z F'n+1a

(I)(t) — ZA7L£—|[S—(n+1)a] —
n=0 n=0
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