Jurnal Matematika UNAND

Vol. VIII No. 2 Hal. 135 — 140

Edisi Agustus 2019

ISSN : 2303—291X

©Jurusan Matematika FMIPA UNAND

SIFAT-SIFAT ALJABAR LIE

SA’DHA DWI MEITIA, NOVA NOLIZA BAKAR, YANITA

Program Studi S1 Matematika,
Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Universitas Andalas,
Kampus UNAND Limau Manis Padang, Indonesia.
email : sadhadm@gmail.com

Diterima 22 Juni 2019  Direvisi 6 Juli 2019  Dipublikasikan 4 Agustus 2019

Abstrak. Suatu himpunan tak kosong R yang memenuhi aksioma tertentu, ada yang
dikatakan grup dan ada yang dikatakan ruang vektor. Suatu aljabar Lie L adalah ruang
vektor atas lapangan F dengan perkalian [ , | yang disebut Bracket Lie dan memenuhi
beberapa aksioma tertentu. Pada artikel ini akan dikaji bagaimana sifat-sifat yang terkait
dengan aljabar Lie, seperti sub-aljabar, komutatif dan ideal.
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1. Pendahuluan

Suatu himpunan tak kosong R yang memenuhi aksioma tertentu ada yang dikatakan
grup dan ada yang dikatakan ruang vektor. Suatu ruang vektor atas lapangan
F yang dilengkapi pemetaan yaitu Bracket Lie dan memenuhi beberapa aksioma
tertentu, disebut sebagai Aljabar Lie. Misalkan diberikan suatu himpunan yang
memenuhi kriteria aljabar Lie. Pada artikel ini akan dikaji bagaimana sifat-sifat
yang terkait dengan aljabar Lie, seperti sub-aljabar, komutatif dan ideal.

2. Landasan Teori

Definisi 2.1. [10] Misalkan A dan B adalah suatu himpunan. Himpunan A
dikatakan himpunan bagian (subset) dari B, jika untuk setiap elemen dari A meru-
pakan elemen dari B. Simbol A C B atau B D A menunjukkan bahwa A merupakan
himpunan bagian dari B.

Definisi 2.2. [6] Suatu pemetaan ¢ dari himpunan A ke himpunan B adalah suatu
aturan yang menghubungkan setiap a € A dengan tepat satu b € B. Himpunan A
disebut daerah asal dari ¢, dan B disebut daerah hasil dari ¢.

Definisi 2.3. [6] Misal G suatu himpunan. Operasi biner di G adalah pemetaan
yang menghubungkan setiap pasangan berurut elemen di G dengan suatu elemen di

G.

Suatu himpunan G dengan operasi biner * ditulis (G, *).
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Definisi 2.4. [7] Elemen dari suatu himpunan tak kosong G dikatakan memben-
tuk suatu grup jika pada G dapat didefinisikan suatu operasi biner x sedemikian
sehingga:

(1) a,b € G mengakibatkan axb € G (Tertutup).

(2) a,b,c € G mengakibatkan a x (b* c) = (a * b) x ¢ (Hukum Asosiatif).

(3) Terdapat suatu unsur e € G, sedemikian sehingga a*e = exa = a untuk setiap
a€G.

(4) Untuk setiap a € G, terdapat suatu unsur a=* € G sehingga berlaku a * a=1 =
a~xa=e (terdapat invers di G).
Grup G dengan operasi biner = ditulis (G, )

Definisi 2.5. [7] Suatu himpunan tak kosong R dikatakan menjadi suatu ring asosi-
atif jika di R terdefinisi dua operasi, yang masing-masingnya dinotasikan dengan
@ dan ® , sedemikian sehingga untuk setiap a,b,c € R :

(1) a®b di R.

(2) a®b=b®a.

(3) (a@b)Bc=ad (bdc).

(4) Terdapat elemen 0 di R sedemikian sehingga a ® 0 = a (untuk setiap a di R).

(5) Terdapat elemen —a di R sedemikian sehingga a @ (—a) = 0.

(6) a®b di R.

(7) (a®b)®c=a® (b®c).

(8) a®@(b®dc)=(a®b)+ (a®c) dan (bBc)®a= (b®a) D (¢c®a) (Dua Hukum
Distributif ).

Jika perkalian pada R mengakibatkan a ® b = b® a untuk setiap a, b di R, maka
R disebut ring komutatif. [7]

Definisi 2.6. [7] Suatu ring R dikatakan ring pembagi jika elemen bukan nol di R
membentuk grup dibawah operasi perkalian.

Definisi 2.7. [7] Suatu lapangan adalah ring pembagi yang komutatif.

Definisi 2.8. [9] Suatu ruang vektor V atas lapangan F adalah suatu himpunan V,
dimana elemen dari V disebut vektor, terdapat elemen 0 disebut vektor nol, bersama
dengan operasi biner +, dikatakan penjumlahan vektor, dan suatu perkalian skalar
dari elemen vektor di F yang memenuhi kondisi berikut:

(1) Untuk setiap u, v, w € V berlaku
e utve V.
e 0+v=u.
o uU+v=v-+u.
e u+ (v+w)=(utv)+w.
(2) Untuk setiap u, v € V dan untuk setiap r, s € F berlaku
e rveV.

o lv =w.
e Ov=0.
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r(u+v) =ru+rv.
(r+ s)v=rv+ sv.
(rs)v = r(sv).

Definisi 2.9. [9] Suatu subruang dari ruang vektor V adalah himpunan bagian U
C V dimana U adalah ruang vektor yang menggunakan operasi biner penjumlahan
dan perkalian skalar yang sama seperti pada V.

Definisi 2.10. [9] Misal U dan V adalah ruang vektor atas lapangan F. Suatu
transformast linier U ke V adalah pemetaan T : U — V dimana

(1) Ve,y e V, T(x+y) =T(x) + T(y).
(2) Ve e V,k e F, T(kx) = kT (z).

Definisi 2.11. [9] Misal T : U — V adalah suatu transformasi linier, maka

(1) Ker(T) = {u € UT(u) = 0}.
(2) Im(T) = {T(u)|u € U}.

3. Pembahasan

Definisi 3.1. [11] Suatu aljabar Lie L adalah ruang vektor atas lapangan F' dengan
perkalian | , | yang disebut Bracket Lie yang didefinisikan dengan sifat sebagai
berikut :

(1) Tertutup: Untuk x,y € L maka [z,y] € L.

(2) Biliniar: [x,ay + Bz] = afz,y] + Bz, 2] , ¥V a,B € F dan x,y,z € L.
(3) Antisimetri: [z,y] = —[y, z].

(4) Identitas Jacobi: [z, [y, z]] + [y, [z, z]] + |7, [z, y]] = 0.

Definisi 3.2. [3] Suatu aljabar Lie L dikatakan komutatif jika Vz,y € L,[z,y] = 0.

Definisi 3.3. [5] Misal L suatu Aljabar Lie. Didefinisikan K sub-aljabar Lie dari
L jika K subruang dari L sedemikian sehingga

[,y] € K,V z,y € K.

Definisi 3.4. [5] Misal L suatu Aljabar Lie. Suatu subruang I di L adalah suatu
ideal di L jika

[z,y e LNze L, ye L
Lema 3.5. [5] Misal I adalah suatu ideal di aljabar Lie L. I adalah suatu sub-aljabar
Lie di L.
Bukti. Misal I adalah suatu ideal di L. akan ditunjukkan I adalah sub-aljabar Lie
di L, yakni:

(1) I C Ldan I#0.
(2) [x,yl €1, Vo,y el
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Perhatikan bahwa:

(1) Karena I adalah ideal di L, maka jelas bahwa I C L dan I # ().

(2) Misal z,y € I. Oleh karena I ideal di L, sedemikian sehingga I C L maka
Vx € I, x € L. Selanjutnya karena [ ideal di L, maka Vx € L,y € I, berlaku
[z,y] € I. |

Lema 3.6. [5] Misal I dan J adalah suatu ideal di aljabar Lie L. Irisan INJ adalah
suaty tdeal di L.

Bukti. Misal I dan J adalah ideal di L. Akan ditunjukkan I NJ adalah ideal di L,
yakni

(1) InJC Ldan INJ#0.
(2) [x,yjeINnJ ,YxeL,yelInl.

Perhatikan bahwa:

(1) Misal z € TN J, berarti « € I dan € J. Oleh karena I dan J ideal di L,
berlaku I C L dan J C L, sehingga x € L. Jadi Vx € INJ , x € L, sehingga
INJ C L. Selanjutnya karena I dan J ideal di L, maka I dan J adalah suatu
subruang dari L. Akibatnya terdapat 0 € I dan 0 € J, sehingga 0 € I N.J. Jadi
INJ#0

(2) Misal € L dan y € I N J. Akan ditunjukkan [z,y] € I N J. Perhatikan bahwa
y € I'NJ, diperoleh y € I dan y € J. Oleh karena I dan J ideal di L maka
Ve € L,y € I, berlaku [z,y] € I. Demikian juga Vz € L , y € J, berlaku
[z,y] € J. Jadi [z,y] € INJ. O

Lema 3.7. [5] Misal I dan J adalah suatu ideal di aljabar Lie L. I+ J adalah ideal
di L dimana

I+J={x+yxelyecJ}

Bukti. Misal I dan J adalah ideal di L. Akan ditunjukkan I + J adalah ideal di
L, yakni

(1) I+JC Ldan I+ J#0.
(2) [z,ylelI+J ,VexeL,yel+J.

Perhatikan bahwa:

(1) Misal z+y € I+J, dimanax € I dany € J. Karena I dan J ideal di L, berlaku
I C Ldan J C L, sehingga x,y € L. Jadi Vx,y € L, berlaku x4y € L, sehingga
I+ J C L. Selanjutnya karena I dan J ideal di L, maka I dan J adalah suatu
subruang dari L. Akibatnya terdapat 0 € I dan 0 € J, sehingga 0 € I + J. Jadi
I+J#0.

(2) Misal x € L dan y € T 4+ J dimana y = y; + yo untuk y; € I dan ys € J.
Oleh karena I dan J ideal di L, maka untuk @ € L dan y; € I, [z,11] € I.
Demikian juga untuk x € L dan yo € J, [x,y2] € J. Jadi [x,y] = [z,y1 + y2] =
[z,y1] + [z, y2], sehingga [z,y] € T + J.
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O

Definisi 3.8. [8] Misal L dan L’ adalah suatu aljabar Lie. Suatu transformasi linier
¢ : L L' dikatakan homomorfisma jika ¢([x,y]) = [¢(z), d(y)], Vz,y € L.

Lema 3.9. [5] Misal L dan L’ adalah suatu aljabar Lie atas lapangan F. Ker(¢)
dari pemetaan homomorfisma ¢ : L — L' adalah ideal bagi L dan Im(¢) dari
pemetaan homomorfisma ¢ : L — L' adalah sub-aljabar Lie bagi L’.

Bukti. Misal L dan L’ adalah suatu aljabar Lie atas lapangan F' dan ¢ adalah
suatu pemetaan homomorfisma L — L’. Akan ditunjukkan
(1) Ker(¢) adalah ideal bagi L, yakni

(a) Ker(¢) C L dan Ker(¢) # 0.
(b) [z,y] € Ker(¢) ,Vz € L,y € Ker(¢).

(2) Im(¢) adalah sub-aljabar Lie bagi L, yakni
(a) Im(¢) C L' dan Im(¢) # 0.
(b) [2",y'] € Im(¢) , Va',y" € Im(9).
Perhatikan bahwa:

(1) Ker(¢) = {z € L|¢(x) = 0}

(a) Oleh karena Ker(¢) = {z € L|¢p(z) = 0}, jelas bahwa Ker(¢) C L. Se-
lanjutnya karena L adalah suatu aljabar Lie, maka terdapat 0 € L dimana
#(0) = 0. Jadi Ker(¢) # 0.

(b) Misal z € L dan y € Ker(¢). Oleh karena y € Ker(¢), berarti y € L dan
¢(y) = 0. Perhatikan bahwa karena ¢ homomorfisma,

¢([z,9]) = [6(x), 6(y)]
= [#(x), 0]
=0
Jadi karena ¢([z,y]) = 0, maka [z,y] € Ker(¢).

(2) Im(¢) = {o(z)|z € L}.

(a) Oleh karena ¢ adalah pemetaan L — L', maka Vz € L, ¢(x) € L'. Jelas
bahwa I'm(¢$) C L’. Selanjutnya karena L adalah suatu aljabar Lie, maka
terdapat 0 € L, sehingga terdapat ¢(0) € L’. Jadi Im(¢) # 0.

(b) Misal 2,y € Im(p).

Karena z/,y' € Im(¢), maka terdapat z,y € L, sehingga ¢(z) = 2’ dan
#(y) = . Perhatikan bahwa karena ¢ homomorfisma,

o([z, y]) = [¢(2), o(y)]
= [, y]
Jadi karena ¢([z,y]) = [/, 3], maka [z, 3] € Im(¢). O
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4. Kesimpulan

Aljabar Lie adalah suatu ruang vektor atas lapangan F dengan perkalian [, | yang
disebut Bracket Lie yang memenuhi beberapa aksioma tertentu. Dengan konsep
yang hampir sama dengan ring, pada aljabar Lie juga memiliki ideal dimana ideal
dari suatu aljabar Lie dapat dijadikan suatu sub-aljabar Lie dari aljabar Lie terse-
but. Diberikan I dan J adalah ideal dari suatu aljabar Lie. Irisan INJ adalah suatu
ideal dari aljabar Lie tersebut dan penjumlahan I + J dimana

I+J={z+ylzelyeJ}

juga adalah suatu ideal dari aljabar Lie tersebut.

Dari konsep pemetaan homomorfisma yang sama pada grup dan ring, pemetaan
homomorfisma aljabar Lie, yakni ¢ : L — L', Ker(¢) adalah suatu ideal dari aljabar
Lie L dan Im(¢) adalah suatu sub-aljabar Lie dari aljabar Lie L.
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