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Abstract. An edge-colored graph G is rainbow connected if any two vertices are con-
nected by a path whose edges have distinct colors. The rainbow connection number of a
connected graph G, denoted by rc(G) is the smallest number of colors needed such that
@ is rainbow connected. In this paper, we will proved again that rc(G) < 3(n+ 1)/5 for
all 3-connected graphs, and rc(G) < 2n/3 for all 2-connected graphs.
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1. Pendahuluan

Misalkan G adalah terhubung tak trivial. Suatu pewarnaan sisi pada G, dituliskan
c¢: E(G) = {1,2,...,k}, k € N adalah pewarnaan sedemikian sehingga setiap sisi
bertetangga tidak berwarna sama. Pemetaan ¢ disebut rainbow coloring dari
graf G. Misalkan u,v € V(G) dan P adalah lintasan dari v ke v. P dikatakan
rainbow path jika tidak terdapat dua sisi berwarna sama di P. Graf G disebut
rainbow connected dengan pewarnaan c jika untuk setiap u,v € V(G) terdapat
rainbow path antara u dan v. Jika terdapat k warna di G maka c¢ adalah rainbow
k-coloring. Nilai minimum £ sehingga terdapat rainbow k-coloring disebut dengan
rainbow connection number, ditulis r¢(G).
Berikut ini adalah lema yang digunakan dalam pembuktian teorema utama.

Lema 1.1 (The Fan Lemma). [5] Jika G adalah graf k-connected dengan v €
V(G), dan'Y C V(G) — {x} sedemikian sehingga |Y| > k, maka G memuat suatu
k-fan dari x ke Y.

Bukti. Misalkan G adalah graf k-connected. Misalkan terdapat titik z € V(G).
Misalkan Y adalah himpunan titik dari G sedemikian sehingga |Y| > k. Pilih Y’
dengan k titik dari Y, misalkan Y’ = {y},95,--- ,y,}. Konstruksi graf G’ dengan
menambahkan satu titik pada G, sebut y dan menghubungkan y ke setiap titik
di Y'. Karena G adalah graf k-connected, berdasarkan Lema 9.3 dalam [??], maka
G’ adalah graf k-connected. Akibatnya, antara = dan y di G’ terdapat k-internally
disjoint path. Sehingga terdapat k-fan dari z ke Y. O
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2. Rainbow Connection Number pada Graf 2-Connected

Teorema 2.1. [3] Jika G adalah graf 2-connected dengan n titik maka rainbow
connection number dari graf G adalah rc¢(G) < 2n/3.

Bukti. Misalkan G adalah graf 2-connected dengan n titik dan misalkan H adalah
suatu subgraf terhubung maksimal dari G dengan h titik sedemikian sehingga
re(H) < 2h/3 —2/3. Misalkan G adalah graf dengan banyak titik n = 3. Karena G
adalah graf 2-connected, maka G memuat siklus C'5. Karena H adalah subgraf mak-
simal terhubung, maka H ~ Cs. Jadi, jelas re(H) = 1 < 4/3. Misalkan G dengan n
titik memuat siklus dengan k > 4 dan k # 5 titik, maka H adalah suatu graf siklus
yang memenuhi rc(H) = [k/2] < 2k/3 — 2/3. Jika setiap siklus pada G adalah
Cs, maka H adalah Cj5 dengan penambahan satu sisi sehingga h = 6. Berdasarkan
Proposisi 2.1 dalam [5], maka rc(H) = 3, dan memenuhi re(H) =3 <4 —2/3.

Klaim bahwa h > n — 2. Andaikan A < n — 2. Misalkan z1,z9,x3 ¢ H. Karena
T1,%2,x3 € H, maka x1, o, x3 memiliki 2— fan dari z; ke H dengan i = 1,2, 3.

Misalkan x1, x2, z3 bertetangga dengan sebarang dua titik di H. Jika z1, s, x3
ditambahkan ke H, maka terdapat subgraf yang diperluas, sebut H ' dengan h + 3
titik. Misalkan e;, f; untuk ¢ = 1,2 adalah dua sisi yang menghubungkan x; ke
H. Karena H' rainbow connected dengan dua warna baru, yakni dengan menandai
warna 1 pada sisi e, e, e3, dan menandai warna 2 pada sisi f1, fo, f3, maka diper-
oleh

re(H) <re(H)+2<2h/3—2/3+2=2(h+3)/3—2/3,

yvang kontradiksi dengan h + 3 < n. Maka asumsi bahwa x1,x2,x3 bertetangga
dengan sebarang dua titik di H tidak berlaku. Akibatnya, jika x1,z2,23 € H,
maka sekurang-kurangnya terdapat satu titik di luar H, sebut = € {x1,x9,23}
yang menghubungkan H ke H melewati z dengan d(a,b) > 3 untuk suatu a,b €
H. Misalkan P merupakan lintasan yang menghubungkan titik-titik a,xq,--- ,x¢, b
untuk suatu a,b € H dan t > 2. Jika z1,--- ,z; dengan ¢t > 4 ditambahkan ke H,
maka diperoleh dari subgraf diperluas, sebut H ' dengan t + h titik.

Jika t ganjil, maka ¢t + 1 sisi dari lintasan P diwarnai dengan (¢ 4+ 1)/2 warna
baru dengan cara sebagai berikut: (¢ + 1)/2 sisi pertama lintasan P diberi warna
yang tidak terdapat pada H, dan (¢ + 1)/2 sisi berikutnya pada P diberi warna
yang terdapat pada (¢t 4 1)/2 sisi sebelumnya. Dengan demikian, H adalah graf
rainbow connected.

Jika t genap, maka t+1 sisi dari lintasan P diwarnai dengan ¢/2 warna yang tidak
terdapat pada H dengan cara sebagai berikut: sisi 2 /57 /241 diwarnai dengan warna
yang terdapat pada H, ¢/2 sisi pertama lintasan P diberi warna yang tidak terdapat
pada H, dan t/2 sisi berikutnya diberi warna yang terdapat pada sisi sebelumnya.
Dengan demikian, H " adalah graf rainbow connected. Sehingga diperoleh

re(H) < re(H) + [t)2] < 2h/3—2/3+ [t/2] < 2(h+1t)/3 —2/3,

yang kontradiksi dengan h < n —t. Maka asumsi bahwa titik-titik di luar H berada
pada suatu lintasan yang sama tidak berlaku.
Dengan cara yang sama, untuk h < n — 2, diperoleh
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(1) jika h =n — 2, maka rc¢(G) <rc(H)+2<2h/3-2/3+2=2(h+3)/3—2/3,
(2) jika h =n—1, maka rc(G) <rc(H)+1<2h/3-2/3+1>2(h+1)/3—-2/3.

Akibatnya, untuk h > n — 2, maka r¢(G) < re(H) +2 < 2h/3 —2/3+2 =
2(h+2)/3=2n/3, untuk h > n — 1, maka rc¢(G) < rc(H)+1<2h/3-2/3+1=
2(h+1)/3 < 2n/3. Jadi, re(G) < 2n/3. |

3. Rainbow Connection Number pada Graf 3-Connected

Teorema 3.1. [6] Jika G adalah graf 3-connected dengan n titik maka rainbow
connection number dari graf G adalah rc¢(G) < 3(n+1)/5.

Bukti. Misalkan G adalah graf 3-connected dengan n titik dan misalkan H adalah
suatu subgraf terhubung maksimal dari G dengan h titik sedemikian sehingga
re(H) < 3h/5—1/5. Misalkan G adalah graf dengan banyak titik n = 3. Karena G
adalah graf 3-connected, maka G memuat Cs. Karena H adalah subgraf maksimal
terhubung, maka H adalah Cs. Jadi, jelas 1 = rc(H) < 8/5. Misalkan G adalah
graf dengan n titik yang memuat sebarang siklus dengan k& > 4 dan k # 5 titik,
maka H adalah suatu siklus yang memenuhi re(H) = [k/2] < 3k/5 — 1/5. Jika
setiap siklus pada G adalah Cs, maka H adalah C5 dengan penambahan satu sisi
sehingga h = 6, rc¢(H) = 3, dan memenuhi r¢(H) = 3 < 17/5.

Klaim bahwa h > n — 3. Andaikan h < n — 3. Misalkan x; dengan ¢ = 1,2, 3,4
adalah empat titik di luar H, maka untuk setiap x; dengan i = 1,2, 3,4 terdapat
3—fan dari x; ke H. Asumsikan setiap titik x, 22, x3, 24 bertetangga dengan H.

Misalkan f;; dengan j = 1,2,3 adalah sisi terkait dengan titik z;. Jika
T1, T2, w3, x4 ditambahkan ke H, maka diperoleh subgraf diperluas, sebut H’ den-
gan h + 4 titik. Misalkan sisi-sisi f;; dengan j = 1,2, 3 diwarnai, maka H' adalah
rainbow connected dengan dua warna baru. Jika sisi f; untuk ¢ = 1,2, 3 diberi warna
1, dan warna 2 untuk sembilan sisi lainnya, maka diperoleh

re(H') <rc(H)+2<3h/5-1/5+2<3(h+4)/5—1/5,

yvang kontradiksi dengan h + 4 < n. Maka asumsi bahwa 1, z2, x3, x4 bertetangga
dengan sebarang titik di H tidak berlaku. Akibatnya, jika terdapat empat titik di
luar H, maka sekurang-kurangnya terdapat satu titik, sebut « € {x1, zo, x3, 24} di
luar H yang mempunyai internally disjoint path x ke H dengan d(x,a) > 2 untuk
suatu a € H. Karena x ¢ H, maka terdapat 3— fan dari z ke H. Misalkan Py, Py, P,
adalah tiga internally disjoint path yang menghubungkan x ke H. Misalkan Py
menghubungkan titik-titik  dan ¢, P, menghubungkan titik-titik a, uq, us, ..., us, ,
dan P, menghubungkan titik-titik x,vq,vs,...,v¢, b untuk suatu a,b,c € H dan
ug, vy € H.

Tanpa mengurangi perumuman, asumsikan ¢ > s untuk ¢ > 1, dan
s +t > 3. Misalkan P adalah lintasan yang menghubungkan titik-titik
V1,V2, " VU, T, UL, U, -+ ,Us. Jika v, V9, -+ , v, T, U1, U, -+ ,Us ditambahkan ke
H, maka diperoleh subgraf diperluas, sebut H’ dengan h + s+t + 1 titik.

Jika s+t genap, maka s+t + 2 sisi pada lintasan P yang menghubungkan titik-
titik a,uy,ug, -, us, x,v1, 02, -+ , v, b diwarnai dengan (s + ¢ + 2)/2 warna yang
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tidak terdapat pada H dengan aturan sebagai berikut: (s 4 ¢ 4+ 2)/2 sisi pertama
lintasan P diberi warna yang tidak terdapat pada H dan (s+t+2)/2 sisi berikutnya
diberi warna yang terdapat pada (s+t+2)/2 sisi sebelumnya. Sisi eq diberi sebarang
warna yang telah muncul di H. Dengan demikian, H' adalah graf rainbow connected.

Jika s + ¢t ganjil, maka s + ¢ + 2 pada lintasan yang menghubungkan titik-titik
Ay U7, Uy * -, Us, T, V1, V2, -+ , V¢, b diwanai dengan (s + ¢ + 1)/2 warna yang tidak
terdapat pada H dengan aturan sebagai berikut. (s + ¢ 4+ 1)/2 sisi pertama pada
lintasan diberi warna yang tidak terdapat pafa H, dan (s+ ¢+ 1)/2 sisi berikutnya
diberi warna seperti (s+t+1)/2 sisi sebelumnya. Dengan demikian, H' adalah graf
rainbow connected. Sehingga diperoleh

re(H') < re(H)+[(s+t+2)]/2 < 3h/5—1/5+[(s+t+2)] < 3(h+s+t+1)/5—1/5,
yang kontradiksi dengan h 4+t + s + 1 < n. Jadi haruslah 1 < s+ ¢ < 2.

Kasus 1:

Misalkan s + ¢t = 2. Misalkan P, adalah lintasan yang menghubungkan titik-
titik a, u1, x dan P adalah lintasan yang menghubungkan titik-titik =, v1,b dengan
a,b € H. Karena h < n — 3, maka terdapat sekurang-kurangnya satu titik selain
x,uy,v1, sebut &1 € H. Karena G adalah graf 3-connected, maka terdapat 3— fan
dari x ke H. Misalkan P; adalah lintasan yang menghubungkan titik-titik =, x4, c
dimana ¢ € H. Jika z,z1,v; dan u; ditambahkan ke H, maka diperoleh subgraf
diperluas, sebut H' dengan h + 4 titik. Dengan memberikan warna 1 pada sisi au
dan bvy, warna 2 pada sisi uix dan cxy, kemudian sisi v1x, xx; diwarnai dengan
sebarang warna yang muncul pada H. Sehingga diperoleh

re(H) <re(H)+2<3h/5—-1/5+2<3(h+4)/5-1/5,

yang kontradiksi dengan h + 4 < n. Maka asumsi bahwa s 4+t = 2 seperti yang
diuraikan pada Kasus 1 tidak berlaku.

Karena G adalah graf 3-connected, maka berdasarkan Fan Lemma, x; mempun-
yai 3—fan dari x; ke H. Misalkan P, P{, Py adalah internally disjoint path yang
menghubungkan x; ke H. Karena h < n — 3, maka PJ, P/, Pj mempunyai empat
kemungkinan panjang lintasan.

Subkasus 1.1

Misalkan P}, P/, P} adalah tiga internally disjoint path dengan panjang berturut
1,1, 1. Misalkan P} menghubungkan titik z1 ke @’ € H, P{ menghubungkan titik x;
ke ' € H, dan P} menghubungkan z; ke ¢/ € H. Jika x,v1,u1, 21 ditambahkan ke
H, maka diperoleh subgraf diperluas, sebut H’ dengan h+4 titik. Dengan menandai
warna 1 pada sisi-sisi auq,v1b, 216, x1a’, dan warna 2 pada sisi-sisi z1¢’, u1z, maka
diperoleh

re(H) <re(H)+2<3h/5—-1/5+2<3(h+4)/5-1/5,

yang kontradiksi dengan h + 4 < n. Maka asumsi bahwa s + ¢ = 2 seperti yang
diuraikan pada Subkasus 1.1 tidak berlaku.

Subkasus 1.2

Misalkan Pj, P, Py adalah tiga internally disjoint path dengan panjang bertu-
rut 1,1,2. Misalkan P} adalah lintasan yang menghubungkan titik z; ke o', P|
menghubungkan titik z; ke ¢/ untuk suatu a',¢ € H. Karena h < n — 3, maka
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sekurang-kurangnya terdapat satu titik selain z,u;, v1, sebut v} ¢ H. Misalkan P
menghubungkan titik-titik x,v],d" untuk suatu b’ € H. Jika x, vy, uy, z1, 0] dita-
mbahkan pada H, maka diperoleh subgraf diperluas, sebut H' dengan h + 5 titik.
Dengan mewarnai semua sisi pada lintasan Py, P;, P> seperti Subkasus 1.1 sebelum-
nya, serta mewarnai dengan warna 1 pada sisi-sisi z1¢/, z1v], dan warna 2 pada
sisi-sisi 214’ serta warna 3 pada sisi v{b’ dengan o', b, ¢’ € H, diperoleh

re(H') < re(H)+3 <3h/5—1/5+3=3(h+5)/5—1/5,

yvang kontradiksi dengan h + 5 < n. Maka asumsi bahwa s 4+t = 2 seperti yang
diuraikan pada Subkasus 1.1 tidak berlaku.

Subkasus 1.3

Misalkan P}, P, Py adalah tiga internally disjoint path dengan panjang bertu-
rut 1,2,2. Misalkan P} adalah lintasan yang menghubungkan titik-titik z1,¢’, Pj
menghubungkan titik-titik o', u}, 21, dan Pj menghubungkan titik-titik 1, v}, b’ un-
tuk suatu o/, b, ¢’ € H. Jika titik-titik z, vy, uq, 21, 4’1, v] ditambahkan ke H, maka
diperoleh subgraf diperluas H' dengan h + 6 titik. Dengan mewarnai semua sisi lin-
tasan Py, P1, Py seperti Subkasus 1.1. Kemudian sisi-sisi a'u}, 1v] diwarnai dengan
1, sisi wj2; diwarnai dengan 2, serta sisi x1¢/,v1b’ diwarnai dengan 3, diperoleh

re(H') <re(H)+3<3h/5-1/5+3<3(h+6)/5—1/5,

yvang kontradiksi dengan h + 6 < n. Maka asumsi bahwa s 4+t = 2 seperti yang
diuraikan pada Subkasus 1.3 tidak berlaku.

Subkasus 1.4

Misalkan P}, P, Py adalah tiga internally disjoint path dengan panjang bertu-
rut 1,1,3. Misalkan P} adalah lintasan yang menghubungkan titik-titik x; ke o,
P{ menghubungkan z; ke ¢/, Py menghubungkan titik-titik 1, v, v, b’ untuk suatu
a',v,c € H. Jika titik-titik x, v, u1, 1, u}, vh, v] ditambahkan ke H, maka diper-
oleh subgraf diperluas, sebut H’ dengan h + 6 titik. Dengan mewarnai semua sisi
lintasan Py, P1, P seperti subkasus 1.1 sebelumnya, serta sisi v} v}, diwarnai dengan
1, sisi x1v] diwarnai dengan 2, dan pada sisi-sisi z1a’, x1¢/, v40’ diwarnai dengan 3,
maka diperoleh

re(H') <re(H)+3<3h/5-1/5+3<3(h+6)/5—1/5,

yvang kontradiksi dengan h + 6 < n. Maka asumsi bahwa s + ¢t = 2 seperti yang
diuraikan pada Subkasus 1.4 tidak berlaku.

Kasus 2:

Misalkan s + t = 2. Misalkan P; adalah intenally disjoint path yang
menghubungkan titik a ke x, P, menghubungkan titik-titik x, vy, v2, b untuk suatu
a,b € H. Karena v; ¢ H, maka terdapat 3— fan dari v; ke H. Karena h < n — 3,
maka sekurang-kurangnya terdapat satu titik lain di luar H, sebut « & {z, vy, v2}.
Misalkan Ps; menghubungkan v; ke H. Perhatikan bahwa P; merupakan lintasan
yang menghubungkan vy ke H dengan d(vi,¢’) < 2 untuk suatu ¢ € H. Jika
panjang lintasan P3; adalah dua, maka terdapat satu titik selain x,v;,vs, sebut y.
Perhatikan bahwa P5 telah dibahas pada kasus 1 pada gambar 3.0.6. Jika panjang
lintasan P3 adalah satu, maka lintasan yang menghubungkan titik-titik a, x,v;, dan
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lintasan yang menghubungkan titik-titik vy, v9, b, dan P5 terbentuk seperti kasus 1
Sehingga, Kasus 2 kontradiksi dengan asumsi pemilihan H.

Kasus 3

Misalkan ¢ > s dan t = 1. Karena v, ¢ H, maka terdapat 3— fan dari v; ke H.
Misalkan Py, P», P3 adalah tiga internally disjoint path yang menghubungkan v, ke
H. Misalkan P; menghubungkan titik v; ke a, P, menghubungkan titik v; ke ¢, dan
P53 menghubungkan titik-titik =, v; ke b untuk suatu a,b,c € H. Karena h < n — 3,
maka sekurang-kurangnya terdapat dua titik selain z,v; sebut z1,x2 ¢ H. Karena
x1,x2 ¢ H, maka terdapat 3— fan dari z; dengan i=1,2 ke H. Misalkan P, P{, P}
adalah internally disjoint path yang menghubungkan zy ke H dan P}, P/, Py
menghubungkan zo ke H. Misalkan panjang setiap lintasan P}, P, Py, P/, P/, Py
adalah satu. Jika =, vy, x1, zo ditambahkan ke H, maka diperoleh subgraf diperluas,
sebut H’ dengan h + 4 titik. Jika sisi-sisi v1a/, vy, P, Py, Py, P{’ diberi warna 1,
dan ey, v1b, P}, Py diberi warna 2, maka diperoleh

re(H)<re(H)+2<3h/5—-1/5+2<3(h+4)/5—-1/5,

yvang kontradiksi dengan h + 4 < n. Maka asumsi bahwa s 4+t = 1 seperti yang
diuraikan pada Kasus 3 tidak berlaku.

Tanpa mengurangi perumuman, misalkan Pj, Py, Py merupakan tiga inter-
nally disjoint path yang menghubungkan x; ke H. Karena h < n — 3, maka
sekurang-kurangnya terdapat satu titik selain x,v;, 1, sebut xo ¢ H. Misalkan
P} menghubungkan titik z; ke o, P{ menghubungkan titik x; ke ¢/, dan P
menghubungkan titik-titik zq,z9, b untuk suatu a’,b’,c¢’ € H. Jika z,v1, 2129 di-
tambahkan ke H, maka diperoleh subgraf yang diperluas, sebut H’ dengan h + 4
titik. Jika sisi-sisi eq, €1, zv1, z2b diberi warna 1, dan sisi-sisi e, €}, zv1, 210" diberi
warna 2, maka diperoleh

re(H) <re(H)+2<3h/5-1/5+2<3(h+4)/5—-1/5,

yvang kontradiksi dengan h + 4 < n. Maka asumsi bahwa s +t = 1 seperti yang
diuraikan pada Kasus 3 tidak berlaku.
Dengan cara sama, untuk h > n — 3, diperoleh sebagai berikut.

(1) Jika h = n—3, maka rc¢(G) < re(H)+2 < 3(n—3)/5—1/5+2 > 3(h+3)/5—1/5.

(2) Jika h = n—2, makarc(G) < rc(H)+2 < 3(n—2)/5—1/54+2 > 3(h+2)/5—-1/5.

(3) Jika h = n—1,makarc(G) <rc(H)+1<3(n—1)/5—1/54+1 > 3(h+1)/5—1/5.
(

Akibatnya, jika h = n — 3, maka r¢(G) < re(H) +2 <3(n—-3)/6—-1/54+2 <
3(n+1)/5—1/5, jika h =n—2, maka rc¢(G) <rc(H)+2<3(n—2)/5—-1/5+2=
3(n+1)/5—1/5, jika h =n—1, maka rc(G) <rc(H)+1<3(n—-1)/5-1/5+1<
3(n+1)/5—1/5. Jadi, rc(G) < 3(n+1)/5. [ ]

<
<
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