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Abstrak. Pada makalah ini akan dibahas penurunan metode Newton-Raphson. Se-
lanjutnya diinvestigasi beberapa syarat cukup bagi kekonvergenan metode Newton-
Raphson. Untuk mengilustrasikan syarat cukup kekonvergenan metode Newton-Raphson
tersebut, diberikan beberapa contoh terkait.
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1. Pendahuluan

Salah satu masalah matematika yang sering ditemui yaitu menentukan penyelesaian
dari persamaan nonlinier. Persamaan nonlinier seringkali tidak dapat diselesaikan
secara analitik, sehingga digunakan metode numerik. Salah satu metode numerik
yang sering digunakan yaitu metode iterasi. Metode ini diharapkan dapat meng-
hasilkan suatu barisan solusi yang konvergen ke solusi eksak dari persamaan terse-
but. Salah satu metode iterasi yang paling sering digunakan adalah metode Newton-
Raphson. Konsep dasar dari metode Newton-Raphson diperkenalkan pertama kali
oleh Isaac Newton dalam bukunya yang berjudul ”De Analyst per Aequationes In-
finitas” (1669) [7]. Namun sebelum Newton, ide dari metode yang analog dengan
metode ini ternyata juga ditemukan pada naskah yang ditulis oleh matematikawan
Arab yang bernama Al-Kasi pada abad ke-15 [7]. Pada tahun 1690, Joseph Raphson
menjelaskan metode yang dikembangkan oleh Newton tersebut dengan cara yang
lebih sistematis [7]. Metode inilah yang saat ini dikenal dengan sebutan metode
Newton-Raphson [3].

Secara umum, metode Newton-Raphson dalam menyelesaikan persamaan non-
linier f(z) = 0 mempunyai rumus iterasi sebagai berikut:

(n)
Sy = g+ =g TE) o (1.1)

fr@m)’
dengan suatu tebakan awal z(°) [4]. Pada dasarnya tidak dapat dipastikan bahwa
persamaan (1.1) akan menghasilkan barisan {z(™} yang konvergen ke solusi z*
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(vaitu f(z*) = 0). Oleh karena itu, perlu diselidiki apa saja syarat yang menjamin
barisan {z(™} akan konvergen ke solusi z*.

2. Landasan Teori
2.1. Kekonsistenan

Persamaan © = ¢(x) dan f(z) = 0 pada pembahasan sebelumnya belum tentu
mempunyai solusi yang sama. Oleh karena itu perlu didefinisikan konsep berikut.

Definisi 2.1. [3] Fungsi iterasi ¢p(x) dikatakan konsisten (consistent) terhadap per-
samaan f(x) = 0, jika solusi dari f(x) = 0 juga merupakan solusi dari ¢(x) = x.
Fungsi iterasi ¢(x) dikatakan konsisten timbal balik (reciprocally consistent) ter-
hadap persamaan f(x) = 0, jika solusi dari ¢(x) = x juga merupakan solusi dari
f(z) = 0. Fungsi iterasi ¢(z) dikatakan konsisten seutuhnya (completely consistent)
terhadap persamaan f(x) = 0, jika ¢(x) = x konsisten dan konsisten timbal balik
terhadap persamaan f(z) = 0.

2.2. Kekonvergenan

Barisan {z(™} yang diperoleh dari persamaan (1.1) tidak dapat langsung dipastikan
akan konvergen ke solusi x*. Dengan demikian dibutuhkan penyelidikan mengenai
syarat cukup bagi metode iterasi untuk konvergen ke solusi z*. Sebelum memba-
has kekonvergenan metode iterasi, dijelaskan terlebih dahulu definisi dan teorema
pendukung berikut ini.

Teorema 2.2. [1]Jika f adalah fungsi kontinu pada interval tutup I = [a,b] dan
mempunyai turunan pada interval buka (a,b), maka terdapat suatu titik ¢ € (a,b)
sedemikian sehingga

1) = fla)

o) =02

Definisi 2.3. [1] Barisan X = {z(™} pada R disebut barisan Cauchy, jika untuk
setiap € > 0 terdapat suatu bilangan asli N, sedemikian sehingga untuk semua
n,m > N. memenuhi |z — (™| < ¢,

Teorema 2.4. [1] Suatu barisan {x™} pada R konvergen jika dan hanya jika
{z™M} barisan Cauchy.

Definisi 2.5. [1] Suatu barisan {x™} pada R disebut barisan kontraktif jika ter-
dapat 0 < ¢ < 1, sedemikian sehingga

|$(n+2) — x(n+1)| < c|x("+1) _ x(n)‘
untuk setiap n € N.

Teorema 2.6. [1] Setiap barisan kontraktif adalah barisan Cauchy sehingga
barisannya konvergen.

Syarat cukup kekonvergenan metode iterasi diberikan oleh teorema berikut.
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Teorema 2.7. [5] Misalkan ¢(x) : R — R, terdapat suatu 0 < ¢ < 1 sedemikian
sehingga

| oY) —p(at™) | < e | 20D — o) (2.1)

untukn =0,1,2,--- dimana °) € I dan o(I) C I, maka barisan 2@ 1) 2@ ...
yang diperoleh dari persamaan (1.1) konvergen ke x* € I yang memenuhi z* =

p(x").

2.3. Fungsit Naik dan Fungsit Turun

Fungsi naik dan fungsi turun didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 2.8. [1] Fungsi f : A — R disebut fungsi naik pada interval I jika untuk
setiap x1,xe € I dimana x1 < xo, maka f(x1) < f(x2). Fungsi f disebut fungsi
naik sejati pada interval I jika untuk setiap x1,x2 € I dimana x1 < x2, maka
flx1) < f(x2). Selain itu, fungsi g : A — R disebut fungsi turun pada interval T
jJika untuk setiap x1,xe € I dimana 1 < x2, maka g(x1) > g(xs). Fungsi g disebut
fungsi turun sejati pada interval I jika untuk setiap x1,x2 € I dimana x1 < T2,
maka g(x1) > g(z2).

Teorema berikut memberikan kriteria fungsi naik dan fungsi turun.

Teorema 2.9. [2] Jika [ kontinu pada interval I, maka:

(i) Jika f'(z) > 0 untuk setiap x € I, maka f adalah fungsi naik. Jika f'(x) > 0
untuk setiap x € I, maka f adalah fungsi naik sejati.

(it) Jika f'(x) < 0 untuk setiap x € I, maka f adalah fungsi turun. Jika f'(x) <0
untuk setiap x € I, maka f adalah fungsi turun sejati.

3. Pembahasan
3.1. Penurunan Metode Newton-Raphson

Fungsi iterasi dari metode Newton-Raphson dengan suatu tebakan awal dapat di-
ilustrasikan seperti pada Gambar 1. Berdasarkan Gambar 1 dapat diperoleh fungsi

(il )

Gambar 1. Ilustrasi Penurunan Metode Newton-Raphson

iterasi metode Newton-Raphson dengan langkah-langkah berikut [6]:
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(a) Misalkan terdapat suatu tebakan awal (™) untuk n =0,1,2---

(b) Misalkan f’(z) adalah gradien garis singgung kurva y = f(z) di titik
(™, f(z™), maka akan diperoleh persamaan garis singgungnya, yakni y =
Fa®) (@ —2) + fzt).

(¢) Hampiran selanjutnya merupakan absis titik potong garis singgung tersebut
dengan sumbu-z. Pada Gambar 3.1.1 terlihat bahwa untuk = = 21 nilai
ordinat dari garis singgung adalah y = 0, sehingga dapat diperoleh

(D) = g(m) _ f(@™) . (3.1)
f'(zm)
(d) Persamaan (3.1) merupakan rumus iterasi metode Newton-Raphson. Dengan
demikian fungsi iterasi dari metode Newton-Raphson diberikan oleh

f(x)
o(x) =z — .
W= )
Adapun kekurangan dari metode Newton-Raphson adalah fungsi f harus dike-
tahui turunannya, sementara tidak semua fungsi dapat diturunkan dengan mudah.

(3.2)

Selain itu juga diperlukan suatu tebakan awal 2(®) yang tepat agar barisan {z(™}
yang dihasilkan konvergen ke solusi eksaknya. Kriteria penghentian iterasi yang da-
pat dipakai pada metode Newton-Raphson adalah |2("*1) — z(®| < ¢, dimana e
adalah batas galat yang diberikan. Kekonsistenan pada metode Newton-Raphson
dijelaskan pada teorema berikut.

Teorema 3.1. Fungsi iterasi ¢(x) pada metode Newton-Raphson konsisten seutuh-
nya (completely consistent) terhadap persamaan f(x) = 0.

Bukti. Fungsi iterasi ¢(x) dikatakan konsisten seutuhnya (completely consistent)
terhadap persamaan f(z) = 0, jika ¢(x) = x konsisten dan konsisten timbal balik
terhadap persamaan f(z) = 0, atau dengan kata lain f(x) = 0 jika dan hanya jika
o(x) = .

Terlebih dahulu akan dibuktikan jika f(2) = 0 maka ¢(z) = x. Misalkan f(z) =0,
maka

f(z)
Tr) =xTr — =
M=
Selanjutnya akan dibuktikan jika ¢(x) = z maka f(z) = 0. Misalkan ¢(z) = =z,
maka,

L)
Y=
_ . f@
= (@)
@
= ¢ (@)
— 0= f(x).

Dengan demikian terbukti bahwa fungsi iterasi ¢(x) pada metode Newton-Raphson
konsisten seutuhnya (completely consistent) terhadap persamaan f(x) = 0. O
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3.2. Syarat Cukup Kekonvergenan Metode Newton-Raphson

Ada beberapa teorema yang memberikan syarat cukup kekonvergenan metode
Newton-Raphson. Berikut ini akan dibahas beberapa teorema tersebut beserta buk-
tinya.

Teorema 3.2. [3] Misalkan f(x) mempunyai turunan yang kontinu, f(x) adalah
fungsi naik sejati dan f'(x) adalah fungsi naik pada interval [z*, 2(*)) dan f'(x) # 0
untuk setiap x € [z*, x(o)], maka metode Newton-Raphson dengan tebakan awal 2(%)
akan konvergen ke x*.

Bukti. Misalkan f(z) adalah fungsi naik sejati, f’(z) adalah fungsi naik pada
interval [z*, (9] dan f/(z) # 0 untuk setiap z € [2*,2(?]. Akan ditunjukkan
bahwa metode Newton-Raphson dengan tebakan awal z(°) akan konvergen ke z*.

Sebelumnya akan dibuktikan bahwa barisan {z(™} turun dengan batas bawah z*.
Hal ini cukup dengan menunjukkan z* < () < (). Diketahui bahwa z* < (%)
dan f(x) adalah fungsi naik sejati, maka f(x(®)) > f(z*) dan f'(x) > 0. Karena
f(z*) = 0, maka f(z(®)) > 0. Lebih lanjut, f/(2(°?)) # 0. Dengan demikian 0 <

f (@

W“))))’ sehingga dapat diperoleh

(0)
1 0 f(@™) 0
M =20 _ F1) <2, (3.3)

Berdasarkan Teorema 2.2, terdapat suatu & € [x*,x(o)} sedemikian sehingga

f(z©@) = (&) (2 — z*). Karena f’(z) fungsi naik, maka f'(£) < f'(z(9). Aki-
batnya

f@) = F©@E -7,
< fEO)@© -2,
o f©)
f1(z®)

Dari hubungan (3.3) dan (3.4) terbukti bahwa * < (1) < (0.
Selanjutnya akan dibuktikan bahwa tidak mungkin terdapat z** € (x*,x(o))
sedemikian sehingga

— "<z =z, (3.4)

lim 2™ = 2™ £ 2*.
n—oo

Misalkan pernyataan sebelumnya berlaku. Karena z** € (z*,z(?)), dan f(z) adalah
fungsi naik sejati, maka f(z**) > f(z*) = 0 dan f(2**)/f (2(¥)) > 0. Dengan
demikian terdapat m sedemikian sehingga

fz™)
f(@©®)

Karena f(x) adalah fungsi naik sejati, maka untuk z** < (™ berlaku f(z**) <
f(z(™)). Selanjutnya karena f’(z) adalah fungsi naik, maka untuk z(© > z(™)

2 < 2™ < 4
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berlaku f/(z(©) > f'(z("™). Dengan demikian ff,((z(o))) < J{,((i;:j))). Jadi dapat diper-
oleh
(m)
(m) e, J@™)
T < x+ F(z0m)
(m)
T 7]0/(11(7”)) <

e g(mtD) o g

Hasil terakhir ini kontradiksi dengan pernyataan sebelumnya. Jadi mestilah z** =
x*. O

Teorema 3.3. [3] Misalkan f(x) mempunyai turunan yang kontinu, f(z) adalah
fungsi turun sejati dan f'(z) adalah fungsi turun pada interval [z*, (0] dan f'(x) #
0 untuk setiap x € [x*,x(o)], maka metode Newton-Raphson dengan tebakan awal
z© akan konvergen ke x*.

Bukti. Pembuktian analog dengan pembuktian Teorema 3.2. O

Teorema 3.4. [3] Jika f(z) mempunyai turunan yang kontinu, dan untuk setiap
x yang terletak antara x° dan z* berlaku f'(z) # 0 dan f(z)f"(z) > 0, maka
metode Newton-Raphson dengan tebakan awal z(°) akan konvergen ke x*.

Bukti. Diketahui bahwa z terletak antara z(°) dan z*, maka pembuktian dapat
dibagi menjadi dua kasus, yaitu

(1) Untuk 2 € [z*,2(?)]. Karena f'(z) # 0, maka pandang dua subkasus, yaitu:

(i) Jika f'(x) > 0, maka f(x) adalah fungsi naik sejati. Karena z* adalah
solusi, yaitu memenuhi f(z*) = 0, dan f(x) adalah fungsi naik sejati di
z € [z*, 2], maka f(x) > f(z*) = 0. Diketahui bahwa f(z) f”(z) > 0, maka
mestilah f”(z) > 0. Dengan demikian f’(z) adalah fungsi naik sejati. Hal
ini memenuhi kondisi pada Teorema 3.2, sehingga metode Newton-Raphson
dengan tebakan awal 2() akan konvergen ke z*.

(i) Jika f'(r) < 0, maka f(z) adalah fungsi turun sejati. Karena z* adalah
solusi, yaitu memenuhi f(z*) = 0, dan f(z) adalah fungsi turun sejati di
z € [2*,29], maka f(z) < f(2*) = 0. Diketahui bahwa f(x)f”(x) > 0, maka
mestilah f”(x) < 0. Dengan demikian f’(z) adalah fungsi turun sejati. Hal
ini memenuhi kondisi pada Teorema 3.3. sehingga metode Newton-Raphson
dengan tebakan awal z(*) akan konvergen ke z*.

(2) Untuk 2 € [2(9, 2*]. Karena f'(z) # 0, maka pandang dua subkasus, yaitu:
(i) Jika f'(x) > 0, maka f(z) adalah fungsi naik sejati. Karena x* adalah
solusi, yaitu memenuhi f(z*) = 0, dan f(x) adalah fungsi naik sejati di
z € [2(9 2*], maka f(z) < f(z*) = 0. Diketahui bahwa f(z)f”(z) > 0,
maka mestilah f”(z) < 0. Dengan demikian f’(z) adalah fungsi turun se-
jati. Pembuktian selanjutnya analog dengan pembuktian Teorema 3.2.
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(ii) Jika f’(z) < 0 maka f(x) adalah fungsi turun sejati. Karena z* adalah
solusi, yaitu memenuhi f(z*) = 0 dan f(x) adalah fungsi turun sejati di = €
(29 2*], maka f(z(®)) > f(z*) = 0. Karena f(z)f"(z) > 0, maka mestilah
f”(xz) > 0. Dengan demikian f’(z) adalah fungsi naik sejati. Pembuktian
selanjutnya analog dengan pembuktian Teorema 3.2. O

Jika kondisi pada Teorema 3.2, Teorema 3.3 atau Teorema 3.4 tidak terpenuhi,
mungkin akan ada beberapa permasalahan yang terjadi, seperti kekonvergenan yang
sangat lama atau bisa jadi tidak diperoleh solusi yang konvergen. Untuk mengilus-
trasikan hal ini, perhatikan beberapa contoh berikut.

Contoh 3.5. Menentukan solusi dari persamaan e* = 3 dimana menggunakan
metode Newton-Raphson dengan z(?) = 1.3 dan batas galat 10~7.

Diketahui f(z) = e® —3. Misalkan solusi dari f(z) = 0 diberikan oleh z*. Perhatikan
bahwa f(z(?) = f(1.3) = €3 =3 > 0 dan €® — 3 > 0 untuk setiap z > 1.3,
maka pandang interval [z*, 2(?)]. Selanjutnya dapat diperoleh f’(z) = e® dan f(z)
adalah fungsi yang kontinu pada interval [z*,2(®)] € R. f(z) adalah fungsi naik
sejati karena f'(z) = e* > 0, f'(x) adalah fungsi naik sejati karena f”(z) =e* >0
dan f'(z) # 0 di setiap = € [z*, 2(9] C R. Berdasarkan Teorema 3.2 dan Teorema
3.4, maka metode Newton-Raphson dengan tebakan awal 2(?) akan konvergen ke
solusi z*.

Contoh 3.6. Menentukan solusi dari f(z) = ze™® dengan menggunakan metode
Newton-Raphson dimana z(°) = 2 dan batas galat 10~9.

Diketahui bahwa f(x) = xe™®. Misalkan solusi dari f(z) = 0 diberikan oleh z*.
Perhatikan bahwa f(z(®) = f(2) = ze™® > 0 dan ze™® > 0 untuk setiap = > 2,
maka pandang interval [z*, z(9)]. Selanjutnya dapat diperoleh f'(z) = e~*
dan kontinu pada interval [z*,2(®)] € R. Namun, terdapat z € [z*,z(9] c R
sedemikian sehingga f'(x) = 0. Hal ini tidak memenuhi syarat pada Teorema 3.3
dan Teorema 3.4.

—xe ¥

Contoh berikut sama dengan Contoh 3.6, namun dengan tebakan awal yang
berbeda.

Contoh 3.7. Menentukan solusi dari f(z) = ze™® dengan menggunakan metode
Newton-Raphson dimana z(°) = —2 dan batas galat 10~5.

Diketahui bahwa f(x) = xe™". Misalkan solusi dari f(z) = 0 diberikan oleh z*.
Perhatikan bahwa f(z(?)) = f(—2) = ze™® < 0 dan ze™* < 0 untuk setiap z < —2,
maka pandang interval [z(?), 2*]. Selanjutnya dapat diperoleh f'(z) = e~*
dan kontinu pada interval [z(*), z*] C R. f(z) fungsi naik sejati karena f’(z) =
e ® —xe ™ >0, f'(x) adalah fungsi turun sejati karena f”’(z) = —2e " +ze * <0
dan f'(x) # 0 di setiap = € [#(9,2*] C R. Berdasarkan Teorema 3.4, maka metode
Newton-Raphson dengan tebakan awal 2(?) akan konvergen ke solusi z*.

—xe ¥

Contoh 3.8. Menentukan akar positif dari f(z) = 230 — 1 dengan menggunakan
metode Newton-Raphson dimana z(®) = 2/3 dan batas galat 109,
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Diketahui bahwa f(x) = 230 — 1. Misalkan solusi dari f(x) = 0 diberikan oleh z*.
Perhatikan bahwa f(z(®) = £(2/3) = (2/3)>° =1 < 0 dan 20 — 1 < 0 untuk
setiap 0 < x < 2/3, maka pandang interval [z(9), z*]. Selanjutnya dapat diperoleh
f'(x) = 3022 dan kontinu pada interval [z(*) z*] C R. f(z) fungsi naik sejati
karena f'(x) = 302%° > 0, f'(z) fungsi naik sejati karena f”(x) = 8702%% > 0 dan
f'(x) # 0 di setiap = € [z(°), 2*] C R. Sementara itu, menurut Teorema 3.4 untuk
z € [2(9, 2*], solusi akan konvergen jika f(x) naik sejati dan f’(x) turun sejati
atau f(x) turun sejati dan f’(x) naik sejati. Jelas bahwa ini tidak dipenuhi oleh
persamaan di atas.

4. Kesimpulan

Pada makalah ini telah dibahas beberapa teorema yang memberikan syarat cukup
kekonvergenan metode Newton-Raphson, yaitu:

(i) Misalkan f(z) mempunyai turunan yang kontinu, f(z) fungsi naik sejati dan
f'(x) fungsi naik pada interval [z*, ()] dan f’(z) # 0 untuk setiap z €
[z*, x(o)], maka metode Newton-Raphson dengan tebakan awal z(?) akan kon-
vergen ke z*.

(ii) Misalkan f(z) mempunyai turunan yang kontinu, f(z) adalah fungsi turun
sejati dan f'(x) adalah fungsi turun pada interval [z*, 2(?)] dan f’(z) # 0 untuk
setiap z € [z*, (9], maka metode Newton-Raphson dengan tebakan awal z(%)
akan konvergen ke x*.

(iii) Jika f(z) mempunyai turunan yang kontinu, dan untuk setiap x yang terletak
antara £(9) dan 2* berlaku f'(z) # 0 dan f(x)f”(x) > 0, maka metode Newton-
Raphson dengan tebakan awal 2(®) akan konvergen ke z*.
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