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Abstrak. Konsep determinan yang sering dikenal adalah determinan dari suatu matriks

bujursangkar atau determinan matriks n× n, tetapi sekarang telah berkembang konsep

determinan pada matriks tak bujursangkar. Dalam tulisan ini akan dibahas determinan
matriks berukuran 2 × n dengan n ≥ 2 dan sifat-sifat determinan matriks 2× n. Salah

satu sifat determinan matriks 2× n dapat dikaitkan dengan luas poligon.

Kata Kunci : Determinan Matriks 2× n, Poligon

1. Pendahuluan

Konsep matriks merupakan salah satu cabang matematika di bidang aljabar lin-

ear. Konsep dari suatu matriks berguna untuk menyelesaikan permasalahan dalam

ilmu matematika modern, salah satunya adalah penyelesaian permasalahan dengan

menggunakan konsep determinan matriks.

Determinan merupakan konsep penting yang mendasar di bidang aljabar linear.

Konsep determinan yang sering dikenal adalah determinan dari suatu matriks bu-

jursangkar atau determinan matriks n×n, tetapi sekarang telah berkembang konsep

determinan pada matriks tak bujursangkar. Pada penelitian ini akan dibahas kem-

bali tentang determinan matriks tak bujursangkar berukuran 2× n dengan n ≥ 2,

yang telah dibahas pada [2].

2. Landasan Teori

Berikut diberikan beberapa definisi yang akan digunakan pada bagian selanjutnya.

Definisi 2.1. [1] Dua matriks adalah setara jika keduanya memiliki ukuran yang

sama dan entri-entri yang bersesuaian adalah sama.

Definisi 2.2. [1] Suatu hasilkali elementer dari suatu matriks A, n × n, adalah

hasilkali dari n entri dari A, yang tidak satu pun berasal dari baris atau kolom yang

sama.
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Definisi 2.3. [1] Misalkan A adalah suatu matriks bujursangkar. Fungsi determi-

nan dinotasikan dengan det dan didefinisikan det(A) sebagai jumlah dari semua

hasilkali elementer bertanda dari A. Angka det(A) disebut determinan dari A.

3. Determinan Matriks 2 × n

Pada bagian ini akan dijelaskan tentang determinan matriks 2 × n dan sifat-sifat

determinan matriks 2× n yang diperkenalkan oleh Radic [2].

Definisi 3.1. [2] Determinan matriks 2× n dengan n ≥ 2 didefinisikan sebagai:

det

[
a1 a2 · · · an
b1 b2 · · · bn

]
=

∑
1≤i≤j≤n

(−1)1+2+(i+j)

∣∣∣∣ ai aj
bi bj

∣∣∣∣ . (3.1)

dimana ∣∣∣∣ ai aj
bi bj

∣∣∣∣ merupakan det

(
ai aj
bi bj

)
.

Teorema 3.2. [4] Misalkan [A1, · · · , An] matriks 2× n dengan n ≥ 2. Maka

|A1, A2, · · · , An| = |A1, A2 −A3 + A4 −A5 + · · ·+ (−1)nAn|
+ |A2, A3 −A4 + A5 + · · ·+ (−1)n−1An|
+ · · ·+ |An−1, An|. (3.2)

Bukti. Dengan menggunakan Definisi 3.1 diperoleh:

|A1, A2, A3, · · · , An| =
∣∣∣∣ a1 a2 a3 · · · an
b1 b2 b3 · · · bn

∣∣∣∣
= (−1)(1+2)+(1+2)

∣∣∣∣ a1 a2
b1 b2

∣∣∣∣+ (−1)(1+2)+(1+3)

∣∣∣∣ a1 a3
b1 b3

∣∣∣∣+ · · ·

+(−1)(1+2)+(1+n)

∣∣∣∣ a1 an
b1 bn

∣∣∣∣+ (−1)(1+2)+(2+3)

∣∣∣∣ a2 a3
b2 b3

∣∣∣∣+

(−1)(1+2)+(2+4)

∣∣∣∣ a2 a4
b2 b4

∣∣∣∣+ · · ·+ (−1)(1+2)+(2+n)

∣∣∣∣ a2 an
b2 bn

∣∣∣∣+ · · ·

+(−1)(1+2)+(n−1+n)

∣∣∣∣ an−1 an
bn−1 bn

∣∣∣∣
= |A1, A2| − |A1, A3|+ |A1, A4|+ · · ·+ (−1)n|A1, An|+
|A2, A3| − |A2, A4|+ · · ·+ (−1)n−1|A2, An|+ · · ·+ |An−1, An|.

Menurut Definisi 3.1 diperoleh

|A1, A2, A3, · · · , An| = |A1, A2 −A3 + A4 −A5 + · · ·+ (−1)nAn|+ |A2, A3 −A4 + A5 + · · ·+
(−1)n−1An|+ · · ·+ |An−1, An|.

Teorema 3.3. [2] Misalkan [A1, · · · , An] matriks 2× n dengan n ≥ 3. Maka

|A1, A2, · · · , An−1, An| = |A1, A2, · · · , An−1|+(−1)n|A1−A2+· · ·+(−1)nAn−1, An|.
(3.3)



190 Yola Sartika Sari

Bukti.

(i) Untuk n = 3 pernyataan (3.3) benar, karena

|A1, A2, A3| = |A1, A2| − |A1, A3|+ |A2, A3|
= |A1, A2| − |A1 −A2, A3|.

(ii) Asumsikan pernyataan (3.3) benar untuk n = k, berarti

|A1, A2, · · · , An−1, Ak| = |A1, A2, · · · , Ak−1|+(−1)k|A1−A2+· · ·+(−1)kAk−1, Ak|,

(iii) Akan ditunjukkan pernyataan (3.3) benar untuk n = k + 1. Perhatikan bahwa

|A1, A2, · · · , Ak−1, Ak, Ak+1| = |A1, A2| − |A1, A3|+ |A1, A4|+ · · ·
+(−1)k|A1, Ak|+ (−1)k+1|A1, Ak+1|+ |A2, A3| − |A2, A4|+ · · ·
+(−1)k−1|A2, Ak|+ (−1)k|A2, Ak+1|+ · · ·+ |Ak, Ak+1|

Karena

|A1, A2, · · · , Ak| = |A1, A2| − |A1, A3|+ |A1, A4|+ · · ·+ (−1)k|A1, Ak|+
|A2, A3| − |A2, A4|+ · · ·+ (−1)k−1|A2, Ak|+ · · ·+ |Ak−1, Ak|

Maka

|A1, A2, · · · , Ak−1, Ak, Ak+1| = |A1, A2, · · · , Ak|+ (−1)k+1|A1, Ak+1|+ (−1)k|A2, Ak+1|+
· · ·+ |Ak, Ak+1|

= |A1, A2, · · · , Ak|+ (−1)k+1|A1 −A2 + · · ·
+(−1)k+1Ak, Ak+1|.

Dari (i), (ii) dan (iii) diperoleh bahwa pernyataan (3.3) benar untuk n ≥ 3.

3.1. Luas Poligon dengan Determinan Matriks 2 × n

Luas suatu poligon dapat diperoleh dengan menggunakan determinan apabila titik-

titik sudut poligon diketahui, dimana titik-titik sudut poligon dinotasikan dengan

A1A2 · · ·An. Salah satu cara menghitung luas poligon adalah menggunakan prinsip

perhitungan luas suatu trapesium. Adapun luas suatu poligon dengan menggunakan

determinan diberikan oleh teorema berikut:

Teorema 3.4. [4]

Luas poligon A1 · · ·An =
1

2
· ((x1y2 + x2y3 + · · ·+ xn−1yn + xny1)

− (x2y1 + x3y2 + · · ·+ xnyn−1 + x1yn)). (3.4)

Bukti. Luas poligon ini akan dibuktikan dengan menggunakan induksi matematika

sebagai berikut:

(i) Akan ditunjukkan pernyataan (3.4) benar untuk n = 3.
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Gambar 1. Poligon dengan n = 3

Misalkan titik-titik P,Q,R adalah proyeksi titik-titik A1, A3, A2 pada sumbu

x, maka

Luas 4A1A2A3 = luas trapesium PQA3A1 + luas trapesium QRA2A3 −
luas trapesium PRA2A1.

Pada trapesium PQA3A1 memiliki sisi sejajar y1 dan y3 dengan tinggi x3−x1.

Trapesium QRA2A3 memiliki sisi sejajar y2 dan y3 dengan tinggi x2 − x3.

Trapesium PRA2A1 memiliki sisi sejajar y2 dan y1 dengan tinggi x2 − x1,

sehingga diperoleh

Luas 4A1A2A3 =
1

2
(y1 + y3)(x3 − x1) +

1

2
(y2 + y3)(x2 − x3)

−1

2
(y1 + y2)(x2 − x1)

=
1

2
· (x1y2 + x2y3 + x3y1 − x2y1 − x3y2 − x1y3).

(ii) Asumsikan bahwa pernyataan (3.4) benar untuk suatu n = k, berarti

Luas poligon A1 · · ·Ak =
1

2
· ((x1y2 + x2y3 + · · ·+ xk−1yk + xky1)

−(x2y1 + x3y2 + · · ·+ xkyk−1 + x1yk)).

(iii) Akan ditunjukkan bahwa pernyataan (3.4) benar untuk suatu n = k + 1. Per-

hatikan bahwa

Luas poligon A1 · · ·Ak+1 = Luas poligon A1 · · ·Ak + Luas 4A1AkAk+1.

Misalkan titik-titik P,Q,R adalah proyeksi titik-titik Ak+1, Ak, A1 pada sumbu
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Gambar 2. Poligon dengan n = k + 1

x, maka

Luas4A1AkAk+1 = luas trapesium PQAkAk+1 + luas trapesium QRA1Ak

− luas trapesium PRA1Ak+1

=
1

2
(yk+1 + yk)(xk − xk+1) +

1

2
(yk + y1)(x1 − xk)

−1

2
(yk+1 + y1)(x1 − xk+1)

=
1

2
· ((xkyk+1 + x1yk + xk+1y1)− (xky1 + xk+1yk − x1yk+1))

Sehingga

Luas poligon A1 · · ·Ak+1 =
1

2
· ((x1y2 + x2y3 + · · ·+ xk−1yk + xky1)− (x2y1

+x3y2 + · · ·+ xkyk−1 + x1yk)) +
1

2
· ((xkyk+1

+x1yk + xk+1y1)− (xky1 + xk+1yk − x1yk+1))

=
1

2
· ((x1y2 + x2y3 + · · ·+ xkyk+1 + xk+1y1)−

(x2y1 + x3y2 + · · ·+ xk+1yk + x1yk+1)).

Dari (i), (ii) dan (iii) maka pernyataan (3.4) benar untuk n ≥ 3.

Teorema 3.5. [2] Misalkan A1 · · ·An poligon di R2 dengan n ≥ 3. Maka

2× Luas A1 · · ·An = |A1 + A2, A2 + A3, · · · , An−1 + An, An + A1|. (3.5)

Bukti. Teorema ini akan dibuktikan dengan menggunakan induksi matematika se-

bagai berikut:
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(i) Untuk n = 3 pernyataan (3.5) benar, karena

|A1 + A2, A2 + A3, A3 + A1|
= |A1 + A2, A2 + A3| − |A1 + A2, A3 + A1|+ |A2 + A3, A3 + A1|
= |A1 + A2, A2|+ |A1 + A2, A3| − (|A1 + A2, A3|+ |A1 + A2, A1|) +

|A2 + A3, A3|+ |A2 + A3, A1|
= |A1, A2|+ |A2, A3|+ |A3, A1|.

(ii) Asumsikan pernyataan (3.5) benar untuk n = k, berarti

|A1 + A2, A2 + A3, · · · , Ak−1 + Ak, Ak + A1| = |A1, A2|+ |A2, A3|+ · · ·+
|Ak−1, Ak|+ |Ak, A1|.

(iii) Akan ditunjukkan pernyataan (3.5) benar untuk n = k + 1. Perhatikan bahwa

|A1 + A2, A2 + A3, · · · , Ak−1 + Ak, Ak + Ak+1, Ak+1 + A1|
= |A1 + A2, · · · , Ak + Ak+1|+ (−1)k+1|A1 + (−1)k+1Ak+1, Ak+1 + A1|
= |A1 + A2, · · · , Ak−1 + Ak|+ (−1)k|A1 + (−1)kAk, Ak + Ak+1|+

(−1)k+1|A1 + (−1)k+1Ak+1, Ak+1 + A1|
= |A1 + A2, · · · , Ak−1 + Ak|+ (−1)k|A1, Ak|+ |Ak, Ak+1|+ |Ak+1, A1|

Karena

|A1 + A2, · · · , Ak + A1|
= |A1 + A2, A2 + A3, · · · , Ak−1 + Ak|+ (−1)k|A1 + (−1)kAk,

Ak + A1|
= |A1 + A2, A2 + A3, · · · , Ak−1 + Ak|+ (−1)k|A1, Ak|+ |Ak, A1|

|A1, A2| + |A2, A3|+ · · ·+ |Ak−1, Ak|+ |Ak, A1|
= |A1 + A2, A2 + A3, · · · , Ak−1 + Ak|+ (−1)k|A1, Ak|+ |Ak, A1|

|A1, A2| + |A2, A3|+ · · ·+ |Ak−1, Ak|
= |A1 + A2, A2 + A3, · · · , Ak−1 + Ak|+ (−1)k|A1, Ak|

Maka

= |A1 + A2, A2 + A3, · · · , Ak−1 + Ak|+ (−1)k|A1, Ak|+ |Ak, Ak+1|+
|Ak+1, A1|

= |A1, A2|+ |A2, A3|+ · · ·+ |Ak−1, Ak|+ |Ak, Ak+1|+ |Ak+1, A1|.

Dari (i), (ii) dan (iii) diperoleh bahwa pernyataan (3.5) benar untuk n ≥ 3.

4. Kesimpulan

Dari pembahasan di atas diperoleh sifat-sifat determinan matriks 2 × n, yaitu se-

bagai berikut. Misalkan A1 · · ·An poligon di R2 dan misalkan Ai(xi, yi) dimana

i = 1, · · · , n.
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(1) Misalkan [A1, · · · , An] matriks 2× n dengan n ≥ 2. Maka

|A1, A2, · · · , An| = |A1, A2 −A3 + A4 −A5 + · · ·+ (−1)nAn|
+|A2, A3 −A4 + A5 + · · ·+ (−1)n−1An|
+ · · ·+ |An−1, An|.

(2) Misalkan [A1, · · · , An] matriks 2× n dengan n ≥ 3. Maka

|A1, A2, · · · , An−1, An| = |A1, A2, · · · , An−1|+(−1)n|A1−A2+· · ·+(−1)nAn−1, An|.

(3) Misalkan A1 · · ·An poligon di R2 dengan n ≥ 3. Maka

2× Luas A1 · · ·An = |A1 + A2, A2 + A3, · · · , An−1 + An, An + A1|.
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