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Abstrak. Misalkan diberikan graf G dan H sebarang. Notasi F' — (G, H) berarti bahwa
pada sebarang pewarnaan 2-warna, merah atau biru, terhadap semua sisi graf F' men-
gakibatkan F' memuat subgraf merah yang isomorfik dengan G atau subgraf biru yang
isomorfik dengan H. Graf F' adalah graf Ramsey (G, H)-minimal jika F — (G, H) dan
F* - (G, H) untuk sebarang subgraf sejati F* C F. Selanjutnya R(G, H) menyatakan
kelas yang memuat semua graf Ramsey (G, H)-minimal. Pada tulisan ini diberikan be-
berapa syarat perlu untuk keanggotaan R(3K2,C3) serta beberapa graf yang menjadi
anggota R(3K2, C3).
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1. Pendahuluan

Misalkan diberikan graf G dan H sebarang. Notasi F' — (G, H) berarti bahwa
pada sebarang pewarnaan 2-warna, merah atau biru, pada semua sisi graf F' akan
mengakibatkan F' memuat subgraf merah yang isomorfik dengan G atau subgraf
biru yang isomorfik dengan H. Selanjutnya, suatu pewarnaan-(G,H) pada graf
F didefinisikan sebagai pewarnaan merah-biru terhadap sisi-sisi graf F' sedemikian
sehingga F' tidak memuat subgraf merah G sekaligus tidak memuat subgraf biru H.
Jika suatu graf F* mempunyai pewarnaan-(G, H), maka dinotasikan F'* - (G, H).
Graf F adalah graf Ramsey (G, H)-minimal jika F — (G, H) dan F* - (G, H)
untuk sebarang subgraf sejati F* C F. Selanjutnya R(G, H) menyatakan kelas
yang memuat semua graf Ramsey (G, H)-minimal. Suatu pewarnaan-(G, H) pada
F adalah pewarnaan merah-biru dari F' dengan G merah dan H biru.

Konsep graf Ramsey-minimal mulai diteliti pada saat Burr dkk. [1], memberikan
pertanyaan tentang karakterisasi graf F' yang memenuhi F — (G, H) untuk graf
G dan H tertentu. Berikut adalah hasil yang telah diperoleh terkait R(mKa, H)
untuk m sebarang, m > 3 dan H graf sebarang. Burr dkk. [2], membuktikan bahwa
R(mKs, H) merupakan kelas berhingga untuk setiap bilangan bulat positif m dan
sebarang graf H. Burr dkk. [3], memberikan karakterisasi dari graf yang menjadi
anggota R(2Ks,tKs) untuk ¢ > 4. Selanjutnya, Burr dkk. [2], memberikan be-
berapa graf yang termasuk dalam R(2K5,C3). Dalam tulisan ini akan ditentukan
karakterisasi dari semua graf F' yang berada dalam R(3Ks, Cs3).
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2. Syarat Perlu untuk Keanggotaan R(3K2, C3)

Burr dkk. [1] mendefinisikan graf Ramsey-minimal sebagai berikut.

Definisi 2.1. [1] Diberikan graf G dan H. Graf F dikatakan sebagai graf Ramsey
(G, H)-minimal jika

(1) F — (G, H).
(2) F —e-» (G, H) untuk sebarang sisi e di F.

Dengan mengadopsi pembuktian syarat perlu untuk keanggotaan R(3Ks, Ps)
seperti yang telah diperoleh dalam [4], maka dapat ditentukan syarat perlu untuk
keanggotaan R(3Ks, C3), seperti pada Lema 2.2 — Lema 2.4 berikut.

Lema 2.2. Misalkan graf F' € R(3K3,Cs), maka:

(1) F —{v,w} 2 C5,¥ v,w € V(F).

(2) F*’U*E(Og)QOg,V’UEV(F), dan ¥V C3 C F.
(3) F— E(2Cg) D2C3,V2C3 € F.

(4) Setiap titik dalam F termuat dalam Cs di F'.

Bukti.

(1) Misalkan terdapat dua titik v, w € V(F'), sedemikian sehingga C5 ¢ F —{v, w}.
Jika semua sisi yang terkait pada v atau w diwarnai dengan merah, sementara
sisi lainnya dari F' diwarnai biru, maka diperoleh suatu pewarnaan-(3Ks, Cs)
pada F'. Hal ini bertentangan dengan asumsi bahwa F' € R(3Ka, C3).

(2) Misalkan terdapat suatu titik v € V(F) dan suatu Cs di F', sedemikian se-
hingga C3 ¢ F — v — E(C3). Jika semua sisi yang terkait pada v bagian (1)
diwarnai dengan merah dan sisi dari C3 diwarnai dengan merah, diperoleh su-
atu pewarnaan-(3Ks,C3) pada F'. Hal ini bertentangan dengan asumsi bahwa
F € R(3K2,C3).

(3) Misalkan sifat (3) tidak berlaku untuk suatu 2C5 di F, sedemikian sehingga
Cs ¢ F — E(2C3). Jika sisi dari 2C3 diwarnai merah sementara sisi lainnya
diwarnai dengan biru, maka diperoleh suatu pewarnaan-(3Ks,Cs) pada F'. Hal
ini bertentangan dengan asumsi bahwa F' € R(3K3, Cs).

(4) Andaikan terdapat satu titik v € V(F'), dimana v tidak termuat dalam Cj di
F'. Dari sifat keminimalan F', dapat diperoleh suatu pewarnaan-(3Ks, Cs) dari
F —v. Dengan menggunakan pewarnaan tersebut terhadap F'—v dan semua sisi
yang terkait pada v di F' diwarnai biru, maka diperoleh pewarnaan-(3Ks, C3)
dari F. Hal ini bertentangan dengan asumsi bahwa F' € R(3K3, C3). O

Lema 2.3. Misalkan graf F € R(3K2,C3), maka:

(1) F —v — (2K2,Cs5),Yv € V(F).
(2) F — E(C3) = (2K3, Cs) untuk setiap C3 di F.

Bukti.
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(1) Andaikan terdapat suatu titik v € V(F') sedemikian sehingga F — v —
(2K5,C3), maka diperoleh pewarnaan-(2Ks,,C3) pada F — v. Dengan meng-
gunakan suatu pewarnaan-(2Ks,C3) pada F' — v, jika semua sisi yang terkait
pada v di F' diwarnai dengan merah, maka diperoleh pewarnaan-(3K>, C3) dari
F. Hal ini bertentangan dengan asumsi bahwa F € R(3K3, Cs).

(2) Andaikan terdapat suatu C5 di F', sedemikian sehingga F'— E(C3) - (2K2, C3),
maka diperoleh suatu pewarnaan-(2K5, Cs) pada F — v. Dengan menggunakan
suatu pewarnaan-(2Ks, C3) pada F — v, jika semua sisi yang terkait pada Cj
di F diwarnai dengan merah, maka diperoleh pewarnaan-(3Ks,C3). Hal ini
bertentangan dengan asumsi bahwa F' € R(3K3, Cs3). O

Lema 2.4. Misalkan F adalah suatu graf tak terhubung yang termuat dalam
R(3Ks2,C3). Maka salah satu komponen F haruslah isomorfik dengan Cs.

Bukti. Andaikan graf F' tidak memuat satu komponen yang isomorfik dengan C'.
Misalkan graf F' memuat dua komponen, katakan D; dan Ds. Karena graf F' tidak
memuat komponen yang isomorfik dengan C'5, maka tidak ada komponen C3 di D,
atau pun di Dy. Akan tetapi berdasarkan Lema 2.2 (4), setiap titik dalam graf F
harus termuat dalam suatu subgraf terhubung yang memuat Cj3. Maka haruslah
D; dan Dy memuat Cs. Selanjutnya, terdapat sisi e; € E(D;) dan ey € E(Da),
sehingga C3 C Dy — e1, dan C3 C Dy — eg. Karena F' € R(3K3, C3), maka untuk
setiap graf F' — e; dan F — eq, diperoleh suatu pewarnaan-(3Ks,C3), katakan £;
dan /5. Untuk pewarnaan {1, D; — e; harus memuat paling sedikit satu sisi merah
dan Dy mempunyai pewarnaan-(2K5s, C3). Karena jika tidak demikian, F' — ey akan
memuat 3Ks merah atau C3 biru, kontradiksi dengan sifat keminimalan dari F.
Untuk pewarnaan {5, Do — eo, harus memuat paling sedikit satu sisi merah dan D,
mempunyai pewarnaan-(2Ks, C3). Sehingga dapat diperoleh pewarnaan-(3Ks, C3)
dari F, jika F' diwarnai dengan menggunakan pewarnaan ¢; pada Dy dan {5 pada
D;. Hal ini kontradiksi dengan sifat keminimalan dari F'. O

3. Graf F (S R(3K2, C3)
Pada bagian ini ditentukan beberapa graf yang menjadi anggota R(3Ko, C3).

Teorema 3.1. Diberikan 3Ky dan Cs, maka R(3K2,C3) 2 {K5UCs5,3C5, G*UCs}.

Bukti. Akan ditunjukkan bahwa K5UC3 € R(3K3,Cs). Untuk graf 3C5 dan GUC
pembuktian dilakukan dengan cara serupa. Akan ditunjukkan bahwa Kz U C3 —
(3K3,C3). Pandang sebarang pewarnaan merah-biru terhadap sisi-sisi K5 U Cs.
Misalkan tidak terdapat 3K5 merah dalam pewarnaan tersebut. Maka subgraf yang
diinduksi oleh sisi-sisi merah berbentuk K7,4 atau C3. Untuk setiap kemungkinan
tersebut selalu diperoleh C3 biru. Sehingga K5 U C3 — (3K, C3).

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa (K5UC3)* := K5UC3—e - (3K, C5) untuk
sebarang e € E(K5 U C3). Misalkan sisi e € E(K5) maka subgraf yang diinduksi
oleh sisi-sisi merah memuat segitiga yang menghubungkan tiga titik dengan derajat
empat di (K5 U C3)*. Misalkan sisi e € E(C3) maka subgraf yang diinduksi oleh
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Gambar 1. {K5 uCs,3C3,G*U 03} C R(?)KQ, Cg).

sisi-sisi merah memuat Ky U C3 di (K5 U C3)*. Maka subgraf yang diinduksi oleh
sisi-sisi biru tidak memuat C3 di (K5 U C3)*. Sehingga (K5 U C5)* - (3K, Cs3),
dan dapat disimpulkan bahwa K5UC3 € R(3K3, Cs). Dapat dilihat bahwa K5, 2C5
dan G* U C5 adalah anggota R(2Ka, C3). O

Pada Teorema 3.2 berikut diperoleh beberapa graf yang tidak berasal dari
anggota R(2Ks, Cs) yang menjadi anggota R(3K3, Cs) seperti pada Gambar 2.

Teorema 3.2. Diberikan graf 3Ky dan Cs, maka R(3K2,C3) D {F1, Fy, -, Fs},
untuk Fy, Fs,--- | Fg, adalah graf-graf seperti pada Gambar 2.

SRAL
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Gambar 2. {Fy, F»,---,Fs} C R(3K2,C3)

Bukti. Akan ditunjukkan bahwa F; dan Fg adalah anggota R(3K52, C3). Untuk graf
Fy, F3, ..., F7, pembuktian dilakukan dengan cara serupa. Akan ditunjukkan bahwa
F; — (3K, C3). Pandang sebarang pewarnaan merah-biru terhadap F;. Misalkan
tidak terdapat 3K merah dalam pewarnaan tersebut. Maka subgraf yang diinduksi
oleh sisi-sisi merah berbentuk K5, Ki,4 atau Ki,3. Untuk setiap kemungkinan
tersebut selalu diperoleh C3 biru. Sehingga F; — (3K, C3).
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Selanjutnya akan dibuktikan bahwa F} := F} — e - (3K3, C3) untuk sebarang
e € E(Fy). Notasikan V (Fy) = {v1,v2,v3,04, 5,06} dan E(F) = {vyv2, vav3, U3y,
V405, V106, V10V3, V104, V1Vs5, V2V4, UV2V5, U2V, U3 U5, ’1}31]6}. Misal e = V1V3 atau e =
v9vg. Maka warnai sisi-sisi v1v4, Va4, U3V4, V4V5 atau vivs, vavs, V35, V405 dengan
merah, sementara sisi lainnya diwarnai biru sedemikian sehingga tidak diper-
oleh C5 biru dalam pewarnaan tersebut. Untuk e = wvivy atau e = wv3vs
pembuktian dilakukan dengan cara serupa. Jika e = wov3 atau e = ws3vg
maka siSi vqv4, Vo4, U3Vs, V4U5 atau wvqvs, VU3, U104, V1U5, V1Vg diwarnai merah.
Jika e = wouy atau wvous maka warnai sisi-sisi v1v3, UaV3, U3Us, U3V, UsVg atau
V1Vg, V103, V10g, V105, V106 dengan merah. Sehingga diperoleh F} -+ (3K, Cs).
Maka F; € R(3K2, 03)

Akan ditunjukkan bahwa Fy € R(3K3,C3). Pandang sebarang pewarnaan
merah-biru terhadap Fg. Misalkan tidak terdapat 3Ks merah dalam pewarnaan
tersebut. Maka subgraf yang diinduksi oleh sisi-sisi merah berbentuk Kj,s atau
K ,5. Untuk setiap kemungkinan tersebut selalu diperoleh C3 biru. Sehingga Fg —
(3K5, C3).

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa Fy§ := Fg — e - (3K, C3) untuk sebarang
e € E(Fg). Notasikan V(Fg) = {v1,v2,v3,v4, U5, Vg, U7, Vs, Vg, V10} dan E(Fg) =
{v1v2, v2v3, V3V4, V4V5, V56, Ve VT, V7V, Vg9, V910, V1V10, V1V3, V1Vs5, V1 U7, V19, U3Vs,
V307, U39, UsV7, V59, U7Vs, U7U9, Ug¥10 }. Misalkan sisi e = vjvs atau e = vzvs maka
warnai sisi vyvg, V309, Us¥g, U709, Uglg, VgU1g atau wvivr, v3v7, V5U7, VU7, U7Vs, U7l
dengan merah, sementara sisi lainnya diwarnai biru sedemikian sehingga tidak
diperoleh C3 biru dalam pewarnaan tersebut. Untuk e = vgv; atau e = v7vg pem-
buktian dilakukan dengan cara serupa. Jika sisi e = vsvy atau e = vyvg maka war-
nai sisi v1vs, Vav3, V3V4, V35, U3V7, U3l atau v1vs, V13, U105, V1V7, V109, U1 V19 dengan
merah. Sehingga diperoleh Fy - (3K3,C3). Maka Fy € R(3K3, Cs). |
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