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Abstrak. Suatu lintasan uPv dikatakan sebagai rainbow path pada G jika tidak ada dua
sisi pada P yang berwarna sama. Suatu graf G dikatakan rainbow-connected terhadap
pewarnaan sisi-sisi, jika G memuat lintasan rainbow u — v untuk setiap dua titik v dan v
pada G. Suatu pewarnaan sisi dimana G bersifat rainbow connected dinamakan rainbow
coloring terhadap G. Pada tulisan ini akan ditentukan bilangan rainbow connection
untuk corona sist dari beberapa graf sederhana, yaitu re(G o H) untuk G atau H adalah
graf lengkap Ky, graf lintasan P, dan graf siklus Cp, n > 3.

Kata Kunci: Graf lengkap, lintasan, siklus, bilangan rainbow connection

1. Pendahuluan

Konsep dari rainbow connection diperkenalkan oleh Chartrand [2] pada tahun 2008.
Misalkan G merupakan suatu graf terhubung nontrivial, definisikan suatu pewar-
naan ¢ : E(G) — {1,2,--- ,n},n € N, dimana sisi yang bertetangga boleh berwarna
sama. Suatu lintasan uPv dikatakan sebagai rainbow path pada G jika tidak ada
dua sisi pada P yang berwarna sama. Suatu graf G bersifat rainbow-connected
terhadap pewarnaan sisi-sisi, jika G memuat lintasan rainbow u — v untuk setiap
dua titik v dan v pada G. Suatu pewarnaan sisi yang menyebabkan G rainbow
connected dinamakan rainbow coloring terhadap G. Bilangan rainbow connection
(rainbow connection number) dari G dilambangkan dengan r¢(G), didefinisikan se-
bagai minimum dari banyaknya warna yang diberikan pada G sedemikian sehingga
G merupakan graf terhubung (rainbow connected).

Misalkan ¢ merupakan suatu pewarnaan rainbow dari graf terhubung G. Untuk
dua titik v dan v pada G, suatu rainbow u — v geodesic pada G adalah lintasan
rainbow u— v, dengan panjang lintasan v — v merupakan jarak antara titik v dan v.
Graf G merupakan strongly rainbow connected jika G memuat suatu rainbow u — v
geodesic untuk setiap dua titik pada G. Jika G strongly rainbow connected maka
pewarnaan ¢ dinamakan strong rainbow connection number src(G) terhadap G. Su-
atu strong rainbow coloring dari G dengan menggunakan src(G) warna dinamakan
sebagai suatu minimum strong rainbow coloring dari G. Sehingga rc¢(G) < sre(G)
untuk setiap graf terhubung G.
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2. Corona Sisi pada Beberapa Graf

Corona yang dari beberapa graf dibedakan menjadi dua, yaitu graf corona yang
diperkenalkan oleh Frucht dan Harary [7] dan graf corona sisi yang diperkenalkan
oleh Hou dan Shiu [4]. Graf corona antara graf G dan H dinotasikan dengan G o H,
sedangkan graf corona sisi dilambangkan dengan G ¢ H.

Definisi 2.1. [4] Misalkan graf G dan H mempunyai m dan n titik, serta p dan
q sisi. Graf corona sisi G dan H atau G ¢ H didefinisikan sebagai suatu graf
yang dikonstruksi dari satu graf G dan p duplikat dari H, yaitu H;, 1 =1,2,--- |p,
dimana titik ujung setiap sisi ke-i pada G terhubung pada setiap titik H di setiap
ke-p copynya.

Berdasarkan definisi, diperoleh bahwa graf corona sisi G ¢ H memiliki m + pn
titik dan p + 2pn + pq sisi. Banyaknya sisi pada suatu graf G dikatakan sebagai
ukuran dari G.

3. Bilangan Rainbow Connection pada Beberapa Graf

Jika G merupakan graf terhubung nontrivial berukuran m, maka diam(G) <
re(G) < sre(G) < m, dimana diam(G) merupakan diameter pada G.

Proposisi 3.1. [2] Misalkan G merupakan graf terhubung nontrivial berukuran m.
Maka

(1) re(G) =1 jika dan hanya jika G merupakan graf lengkap, src(G) =1 jika dan
hanya jika G merupakan graf lengkap,

(2) re(G) = 2 jika dan hanya jika sre(G) = 2,

(3) re(G) = m—1 jika dan hanya jika graf G merupakan graf pohon, src(G) = m—1
jika dan hanya jika graf G merupakan graf pohon.

Proposisi 3.2. [2] Untuk setiap bilangan bulat positif n > 4 berlaku
re(Cp) = sre(Cr) = [%1

4. Bilangan Rainbow Connection untuk Corona Sisi Beberapa
Graf

Pada teorema berikut ini disajikan bilangan rainbow connection untuk graf corona
sisi graf lengkap dua titik dengan beberapa graf tertentu yaitu graf lintasan, graf
siklus dan graf lengkap.

Teorema 4.1. Misalkan terdapat graf G =2 Ky. Maka

1, untuk H = K,,n>1
2, untuk H =2 P,,,3 <n <12, atau
re(Koo H) = untuk H = C,,4 <n <12,
3, untuk H = P,,n > 13, atau
untuk H = Cp,,n > 13.

Bukti. Perhatikan dua kasus berikut.
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(Kasus 1.) Untuk G = K, dan H = K,.
Berdasarkan definisi graf corona sisi, maka graf Ky o K, = Ky, merupakan
graf lengkap, maka berdasarkan Proposisi 3.1(1) diperoleh re(Ks ¢ K,,) =
re(Koqy) = 1.

(Kasus 2.) Bagian 1. Untuk G = Ky dan H = P,, dengan 3 <n < 12.
Misalkan himpunan titik pada K» adalah V(K3) = {x1, 22} dan himpunan titik
pada P, adalah V(P,) = {y1,y2, - yn}, E(Pn) = {yivi+1;1 = {1,2,--- ,n—1}.
Definisikan suatu 2 — coloring pada sisi-sisi P,,,3 < n < 12 sebagai berikut.

1, jika e =x129,e =219;; 1 =1,2,---,6, e =may;; © =4,5,6,10,11,12,
dan e = y;yi41; @ ganjil,

2, jikne=x1y;; 1 =7,8,---,12, e=xoy;; 1 =1,2,3,7,8,9,
dan e = y;yi+1; ¢ genap .

cle) =

Maka c(e) = 2 untuk setiap e € F(K3 ¢ P,),3 < n < 12 akan terdapat rainbow
2-coloring. Ini akan mengakibatkan rc¢(Ks ¢ P,,3 < n < 12) < 2. Karena
K5 o P, bukan graf lengkap, maka rc¢(Ks ¢ Pp,,3 < n < 12) > 1. Jelas bahwa
1< re(KyoP,,3 <n<12) <2 maka haruslah re¢(Ky 0 Py;3 <n <12) =2.
Bagian 2. Untuk G = K3 dan H = C), dengan 4 < n < 12.
Dengan metode pembuktian yang sama dengan Kasus 2 bagian 1, diperoleh
bahwa re(Ko 0 Cp; 4 <n < 12) = 2.

(Kasus 3.) Bagian 1. Untuk G = Ky dan H = P,, dengan n > 13.
Misalkan = dan y adalah titik pada Ky dan V(P,,) = {v1, v, - - - v, }. Definisikan
suatu pewarnaan pada sisi-sisi Ko ¢ P,; n > 13 yaitu 3-coloring ¢ : E(K3 ©
P,; n > 13) — {1,2,3} sebagai berikut. Berikan pewarnaan

1, jikatz =a2v;, 1=1,2,--- ,n,
c(tz) =% 2, jikatz =yv;, i =1,2,--- ,n—1,
3, jika tz = xy,

maka akan terdapat rainbow path v;Pv; yaitu v,zyvy; vw; € Puyj =
{1,2,--- ,n}. Karena diam (K20 P,;n > 13) = 2, maka rc(Kao Py;n > 13) > 2.
Asumsikan bahwa re(Ky ¢ Py;n > 13) = 2. Misalkan ¢ merupakan rainbow 2-
coloring dari (K3 ¢ Py;n > 13). Pilihlah pewarnaan pada sisi ¢/ (zv;) = 1,
d(yv;) = 2; j = 1,2,--- ,n — 1. Kemudian berikan pewarnaan sisi-sisi pada
P, dengan ¢ (v;v;41) = 1 dan ¢/(v;11v;42) = 2. Maka untuk dua titik yang
tidak bertetangga pada P,, diperoleh bahwa ¢’(zv;) = ¢/(zv;), sehingga tidak
terdapat rainbow path pada P,. Sehingga haruslah rc(Ks ¢ Pp;n > 13) > 2.
Diperoleh 2 < rc(Ka ¢ Pp;n > 13) < 3 maka haruslah rc¢(Ks ¢ Py;n > 13) = 3.
Bagian 2. Untuk G & K5 dan H = (), dengan n > 13.

Dengan metode pembuktian yang sama dengan kasus 3 bagian 1, Misalkan
V(K3) = {z1, 22} dan himpunan titik pada C,, adalah V(C,) = {y1,y2, - Yn}»
E(C,) = {yiyi+1} maka akan diperoleh rc(Ks3 o Cp;n > 13) = 3. |

Pada teorema berikut ini akan diberikan bilangan rainbow connection untuk
beberapa graf corona sisi dari graf lengkap, graf lintasan dan graf siklus masing-
masing dengan graf lengkap.
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Teorema 4.2. Bilangan rainbow connection untuk beberapa graf corona sisi G © H
dengan H = K,,;n > 1 adalah sebagai berikut.

3, untuk G = K,,; m >4,
re(GoKp,)=< m—1, untuk G = P,,; m >3,
5] +1, untuk G = Cy,; m > 3.

Bukti. Perhatikan tiga kasus berikut.

(Kasus 1.)

(Kasus 2.)

(Kasus 3.)

Untuk G = K,,, dan H = K, merupakan graf lengkap.

Definisikan suatu pewarnaan pada sisi-sisi K, © K,;m > 4 yaitu 3-coloring
c: E(P,) — {1,2,3} secbagai berikut. Misalkan z,y € K, u;,v; € Kp;, u;,v; €
K i=37={L1,2,--- ,n}, berikan pewarnaan c(E(zy)) = 1, c(zw;) = c(yw;) =
2 dan c(zv;) = e(yv;) = 3; ¢ = 1,2,--- ,n. Misalkan u; € K,; dan v; €
K,,; maka u;Pv; merupakan rainbow path yaitu w;xyv; atau w;yru;. Hal ini
mengakibatkan bahwa K, ¢ K,, memuat rainbow 3-coloring atau rc(K,, 0 K,) <
3.

Akan ditunjukkan bahwa rc(K,, ¢ K,,) > 3, untuk m,n > 4. Misalkan
terdapat rainbow 2-coloring pada graf (K, ¢ K,,). Definisikan suatu pewarnaan
(K, o K,) — {1,2} maka tidak mungkin terdapat rainbow path untuk dua
titik sebarang wv pada K,, ¢ K,,, karena diam(u;v;) = 3. Sehingga haruslah
re(Ky, ¢ K,) > 3. Dapat disimpulkan bahwa 3 < re(K, ¢ K,,) < 3, sehingga
haruslah rc(K,, ¢ K,) = 3.

Untuk G =2 P,, dan H 2 K,,.

Berdasarkan Proposisi 3.1(3), maka rc¢(P,,,) = m — 1. Pada graf P, ¢ K,, akan
terdapat sebanyak n — 1 graf lengkap Ks.,. Berdasarkan Proposisi 3.1(1),
maka rc(Kay, = 1. Misalkan terdapat rainbow (n-1) coloring pada graf
(P, © Kp,). Definisikan suatu pewarnaan (K, ¢ K,,) — {1,2,--- ,(m — 1)}.
Misalkan V(P,,) = {v1,v2, - ,om}, E(Pn) = {viviy1;i = {1,2,--- ,n — 1}
dan V(K,) = {x1, 22, - ,zn}, E(K,) = {x;xi01;4 = {1,2,--- ,n — 1}. Maka
berikan pewarnaan c(v;v;+1) = c(viz;) = c(Vig1%it1) =4 ¢ = 1,2,--- ;n— 1.
Maka untuk setiap dua titik pada graf P, ¢ K, akan terdapat rainbow path.
Hal ini mengakibatkan bahwa P, ¢ K,, merupakan rainbow (m-1) coloring atau
re(Pp o Ky) <m — 1.

Akan ditunjukkan bahwa rc(P, ¢ K,) > m — 1. Misalkan terdapat rainbow
(m-2) -coloring pada graf P, ¢ K,,, maka tidak terdapat lintasan rainbow untuk
dua titik ujung pada P,,. Haruslah rc¢(P,, ¢ K,) > m — 2. Dapat disimpulkan
bahwa m — 2 < re(Py, ¢ Kp,) < m — 1 atau re(P, ¢ Kp,) =m — 1.

Untuk G =2 C,, dan H =2 K,,.

Berdasarkan Proposisi 3.2, rc¢(C,,) = [5]. Pada graf C, ¢ K,, akan terdapat
sebanyak n buah graf lengkap. Akan kita kelompokkan pewarnaan pada graf
Cyn © K, berdasarkan banyaknya titik pada graf siklus C,,.

Jika titik pada graf siklus adalah genap, misalkan m = 2k untuk bilangan
bulat & > 2 maka rc¢(C,,) > diam(C,,) = k. Pewarnaan sisi ¢g dari C),, didefin-
isikan oleh c¢p(e;) =4 untuk 1 < i < k, dan ¢o(e;) =i — k untuk k +1 <i < n.
Misalkan V(Cy,) = {z1,22, + ,2m}, E(Ch) = {xiz;11|1 < ¢ < n} dan him-
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punan titik pada K, adalah V(K,) = {y1,92, - ,yn}, E(Kn) = {{viy;};1.j €
{1,2,---,n,i # j}. Definisikan pewarnaan pada sisi-sisi n buah graf lengkap
siklus C,, yaitu

Co(l’iJCH_l) = Co(l‘icn) = Co(l‘i_;,_lcn);i = 1, 3, e, N — 1.

Kemudian untuk k& buah graf lengkap yang belum memperoleh pewarnaan,
berikan pewarnaan baru untuk sisi graf lengkap yang bukan siklusnya (x;C),)
dan ;1 Cy, yaitu co([5] 4 1) dan untuk siklusnya co(e;) = ¢ — k. Maka untuk
setiap dua titik pada graf C,, o K, akan terdapat rainbow path, sehingga rc(C,y, ¢
K,) <k+1;n=2k.

Kemudian akan ditunjukkan re(Cy, 0 K,,) > k+1. Misalkan re(Cr 0 K,) = k
dengan pewarnaan co(C, © K,) — {1,2,---,k}, maka untuk setiap dua titik
pada K,,; dan K, ; tidak akan terdapat rainbow path, karena diam (C,,©K,) =
k + 1. Jadi haruslah re(Cp, © Kp,) > k atau re(C, ¢ Kp,) > k + 1. Karena
re(CpoKy) < k+1danre(CpoKy) > k+1, maka k+1 < re(CpoK,) < k+1.
Dapat disimpulkan bahwa untuk n genap, berlaku rc¢(Cy, ¢ Kp,) = k + 1.

Misalkan banyaknya titik pada graf lingkaran adalah ganjil. Misalkan m =
2k + 1 untuk bilangan bulat k¥ > 2 maka rc¢(C,,) > diam(C,,) = k. Pewar-
naan sisi ¢; dari C,, didefinisikan oleh ¢;(e;) = ¢ untuk 1 < i < k + 1 dan
ci(e;)) =i—k—1jika k 4+ 2 < i < m. Kemudian definisikan pewarnaan pada
sisi-sisi n buah graf lengkap pada siklus C,, vaitu cy(z;x11) = co(ziy;) =
co(ziy1yir1);t = {1,3,--- ,m — 1}. Kemudian untuk & — 1 buah graf lengkap
yang belum memperoleh pewarnaan, berikan pewarnaan ¢; : E(Cy, ¢ K,) —
{1,2,--- ,k+1}. Maka untuk setiap dua titik pada graf C,, ¢ K,, akan terdapat
rainbow path, sehingga rc(C,, ¢ K,,) < k+ 1;n =2k + 1.

Kemudian akan ditunjukkan r¢(C,, 0K, ) > k+1. Misalkan r¢(C,,,0K,) = k
maka berdasarkan Proposisi 2.4,haruslah re(Cy,) = k+1, karena jika rc(Ch,) =
k akan mengakibatkan tidak ada lintasan rainbow untuk z;, x; sebarang pada
Cyn. Hal ini mengakibatkan rc¢(C,, ¢ K,,) > k, karena C,,, C (Cy, ¢ K;,). Maka
haruslah re(Cyp, © Ky,) > k atau re(Cy, ¢ Kp,) > k + 1. Diperoleh k£ +1 <
re(Cp 0 K,) < k+ 1 atau re(Cy, ¢ Ky) = k+ 1.

Berdasarkan ketiga kasus diatas, diperoleh bahwa rc(Cy, ¢ K,) > k + 1, dengan
k = diam(Cp,) = [ %], sehingga rc(Cr, 0 Kp) = [ 3] + 1. |

Selanjutnya akan dikaji bilangan rainbow connection pada corona sisi antara
graf yang sama, yaitu graf lengkap dengan graf lengkap dan graf lintasan dengan
graf lintasan.

Akibat 4.3. Misal terdapat graf lengkap K, dan K,,, maka re(K,0K,) = re(K,o
Kp,)=3; myn>4.

Bukti. Dapat ditunjukkan bahwa K,,0K, 2 K,oK,,. Selanjutnya, dengan metode
pembuktian yang sama dengan Teorema 4.2 (1), diperoleh bahwa rc¢(K,, ¢ K,,) =
3; m > 4,n > 1. Berdasarkan hal tersebut dapat diperoleh re(K,¢K,,) = 3; m,n >
4. Disimpulkan bahwa rc(K,, ¢ K,,) = re(K, ¢ K,,) = 3; m,n > 4. O
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Pada teorema berikut diberikan bilangan rainbow connection untuk corona sisi
antara graf lintasan dengan graf lintasan.

Teorema 4.4. Misal terdapat dua graf lintasan P, dan P,; m,n >3 , maka

m — 1, untuk m >n,

PnoP,) =
re(Bm o Pn) {erl, untuk m < n.

Bukti. Perhatikan dua kasus berikut.

(Kasus 1.) Untuk G = P,, dan H & P,, dengan m > n.
Misalkan himpunan titik pada P,, adalah V(P,,) = {x1, 22, -2y} dan him-
punan titik pada P, adalah V(P,) = {v1,vs,--v,}. Definisikan suatu pe-
warnaan pada sisi-sisi P, ¢ P, yaitu (m-1)-coloring ¢ : E(P, ¢ P,) —
{1,2,---,m — 1} sebagai berikut. Untuk m = n, berikan pewarnaan rain-
bow connection pada graf P, yang sama dengan setiap duplikat pada graf P,;
c(Py,) = ¢(Py). Selanjutnya, c(z;zit1) = c(x;v;) = c(zi41v;). Sedangkan untuk
m > n, berikan pewarnaan rainbow connection yang sama dengan kasus m = n,
akan tetapi karena m > n maka berikan pewarnaan ¢ : E(P,) = 1,2,--- ,n.
Maka untuk setiap dua titik pada P,, o P, akan terdapat rainbow path. Sehingga
r¢(Pp o Py m>n)=m— 1.

(Kasus 2.) Untuk G = P,, dan H = P,, dengan m < n.
Berikan pewarnaan pada P,, ¢ P, sesuai dengan kasus m > n. Bedanya pada
c(z; Pp,) = m dan c(y; P,,) = m + 1. Maka untuk setiap dua titik P, ¢ P, akan
terdapat rainbow path. Sehingga rc(Py, ¢ Py m <n) =m+ 1. O
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