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Abstrak. Pada paper ini dikaji sifat yang menjamin eksistensi matriks Metzler A untuk
suatu polinomial stabil pa(s) sedemikian sehingga pa(s) = det (sI — A).
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1. Pendahuluan

Diberikan suatu sistem linier kontinu sebagai berikut :

x(t) = Ax(t) + Bu(t), x(0) = xo, (1.1)
dimana x(t) € R™, u(t) € R™, A € R"™" dan B € R™™. Sistem (1.1) dikatakan
positif jika x(#) € R’ dengan kondisi awal x(0) = xz¢9 € R?} dan setiap input
u(t) € RY, t > 0 [1]. Sistem (1.1) dikatakan stabil asimtotik jika tlim x(t) = 0

— 00
untuk setiap x(0) € R%} [2].

Dalam Farina dan Rinaldi [2] dinyatakan bahwa (1.1) adalah positif jika dan
hanya jika A € M,, dan B € R}*™. Selain itu juga dinyatakan bahwa jika sistem
(1.1) adalah positif, maka ia adalah stabil asimtotik jika dan hanya jika semua
koefisien dari polinomial

pn(s) = det (I,s — A)
= 8"+ a, 15" -+ as+ag
adalah positif, yaitu a¢; > 0 untuk i = 0,1, --- ,n—1. Dalam hal ini polinomial p,,(s)
disebut sebagai polinomial stabil untuk sistem positif (1.1).

2. Penentuan Matriks Metzler untuk Polinomial Stabil Orde Dua

Berikut diberikan definisi matriks Metzler.
Definisi 2.1. [4| Matriks A = [a;;] € R™™™ dikatakan matriks Metzler jika

entri-entri selain entri diagonalnya adalah nonnegatif, yaitu a;; > 0 untuk i #
j? 7;’ ,7: 17 2a y 1.

Definisi 2.2. [4] Suatu matriks A € R™*" disebut matriks monomial jika setiap
baris dan kolomnya memuat hanya satu entri positif dan entri-entri lainnya bernilai
nol.
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Lema 2.3. [4] Invers dari matriks monomial A sama dengan transpose dari matriks
A, dimana setiap entri taknol digantikan oleh inversnya.

Lema 2.4. [{] Jika Ayr € M, maka Ay := PAy P~1 € M, untuk setiap matriks
monomial P € RY*™ dan

det (I,s — Ap) =det (I,s — Anp). (2.1)

Bukti. Misal P € R}*" adalah matriks monomial, maka P~ € R*". Jika Ay €
M,,, maka untuk P tersebut ada matriks A;; yang similar dengan A,;, yaitu

ZM = PA]\/[P71.

Karena Ap; € M,,, maka Ay € M,. Selain itu,
det (I,s — Apr) = det
= det

= det
= det

I,s — PAyP™Y)

P[I,s — Ay]P7Y)

P)det (I,s — Ap)det (P71)

Ins — Apn). m|

o~ o~ o~ o~

Teorema 2.5. [2] Sistem (1.1) adalah stabil asimtotik jika dan hanya jika semua
koefisien dari polinomial

pn(s) =det (I,s — A)
="+ ap 15" -+ ais+ag

adalah positif, yaitu a; > 0 untuki=0,1,--- ,n — 1.

Lema 2.6. [5] Semua nilai eigen dari matriks Metzler
Ay = [‘“” 2 } ai; >0, i, j=1, 2, (2.2)
az1 —a22

adalah riil.

Bukti. Perhatikan bahwa

s+ai; —ai

det (sI —Apy) = gy 5+ dog

= (s+ai1)(s+ azn) — arnaz

= 52 + (all + a22)5 + a11a99 — G12G21. (23)

Sehingga nilai eigen dari Ap; adalah

—(a11 + ag2) £ /(a11 + az2)? — 4(ar1a22 — ar2as1)
- . . (2.4)

Dari (2.4) diperoleh bahwa s1 o adalah riil jika dan hanya jika

(a11 + aze)? > 4(ajiaze — ajnas). (2.5)



24 Rio Saputra, Zulakmal

Penjabaran dari (2.5) yaitu

2 2
aiq + Q99 + 2a11a22 Z 4a11a22 — 4a12a21
2 2
ajy + a3y — 2a11a22 + 4ajgaz; > 0

2
(@11 — a22)” + 4asz2a21 > 0,

yang adalah benar. Jadi semua nilai eigen dari Ay, adalah riil.

Lema berikut memberikan syarat yang menjamin eksistensi matriks Metzler A

untuk polinomial stabil orde dua.

Lema 2.7. [5] Untuk suatu polinomial stabil

pa(s) = 8%+ a1s + ao, (2.6)
terdapat suatu matriks Metzler Ap; dengan entri diagonal
1 2
a1 = 5 (a1 + \/al — 4(a0 + a12a21)> s (27)
1
9o = 5 (a1 F \/a% — 4(CLO + a12a21)> (28)
dan ay2 > 0, as1 > 0 yang memenuhi sifat
CL% - 4(a0 + (112@21) >0 (29)
jika dan hanya jika
4ag < ai. (2.10)
Bukti. (=) Polinomial karakteristik dari A; adalah
pa(s) = det (sI — Apyp)
_|st+an —az
—a21 S+ a
s+ 3 (a1 + /a} — 4(ap + a12a21)) —a12
—a921 s+ % (al + \/a% —4(a0—|—a12a21)>
= 5% + (a11 + ag2)s + a11a22 — a12091. (2.11)

Sehingga nilai eigen dari A,; adalah

R —(a11 + as2) = /(a11 + as2)? — 4(a11a22 — ar2a21)
12 = .
’ 2
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Karena A, adalah matriks Metzler, maka s; o adalah riil. Akibatnya

0 < (a11 + az2)® — 4(ar1a22 — ar2a21)

= a%l + a§2 — 2a11a22 + 4ai2a01

= (a11 — ag2)? + dajsan

2

= [% <a1 + \/a% — 4(ag +a12a21)) - % (a1 F \/a% — 4(ag +a12a21)>}

+ 4&12&21
2

( \/a% —4(ao + a12a21)) +4ajoa01

2
= a7 — 4(ao + a12a21) + 4a12a21

= a% - 4&0.
Jadi

2
4ag < aj.

(<) Sebaliknya, untuk polinomial stabil (2.6) misalkan 4aq < a?. Maka
0 < a? — 4ag
= af — 4(ao + a12a1) + 4arzas
2
( Vai —4(ao + 1112@21)) + 4ai2a21

2
= [% (a1 + \/a? — 4(ao +a12a21)) -3 (a1 F a} — 4(ag —l—algazl))}
+ 4aq2a91. (212)

Jika a1; dan ags seperti yang diperlihatkan dalam (2.7) dan (2.8), maka (2.12) dapat
ditulis menjadi
0 < (a11 — a2)® + 4arzan
—dajsas < iy + ady — 2a11a29
dayiazs — darzas < afy + a3y + 2a11a2
4(ar1a22 — ar2a21) < (a1 + asz)?
0 < (a11 + az0)? — 4(aj1az — ajsas;)
= a% — 4ayg,
dimana

a; = ai1 + aze dan ap = a11a22 — 4120921 . (213)

Karena (2.13) berlaku, maka akar dari p2(s) adalah riil. Akibatnya matriks Metzler
Ay dengan bentuk (2.2) ada dengan aq; dan age diperlihatkan dalam (2.7) dan
(2.8). O

Teorema 2.8. [5] Untuk suatu polinomial stabil (2.6), terdapat suatu matriks Met-
Zer Ay = PAy P, dimana P € ]Rf_xg adalah suatu matriks monomial dan Ay
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berbentuk salah satu dari yang berikut.

2
—a aja — a” — ap
Ay = 2.14
M1 { 1 a—ay } ’ (2.14)
—a 1
Aprs = [ ! } | (2.15)
aja —a” —ap a—ap

2

0<a<ay, aja—a®—ag >0 jika dan hanya jika 4ag < a?.

Bukti. (=) Jika Ay; = Ap, maka dengan memperhatikan (2.2) diperoleh
a1 = a, as;1 = 1, ajp = aja — a> —ag dan ass = a1 — a.
Polinomial karakteristik dari Ap;; adalah

s+aa0+a2—a1a
-1 s+a;—a
= (s+a)(s+a —a)+ao+a®—aa

= g2 +ai1s + ap.

det (SI—AMl) =

Jika Apr = Apre, maka dengan memperhatikan (2.2) diperoleh
aj; = a, a1 = 17(121 = aya — a2 — Qg dan 929 = a1 — Q.
Polinomial karakteristik dari A,so adalah

s+a -1
a0+a2—a1a5+a1—a
= (s+a)(s+a —a)+ay+a®—aa

232+a15+a0.

det (sI — Ape) =

Karena Aj; adalah matriks Metzler, maka Aj; juga matriks Metzler (berdasarkan
Lema 2.4), sehinggga nilai eigen dari Aj; adalah riil. Akibatnya

2
4dag < af.

(<) Misal (2.6) adalah polinomial stabil yang bersifat 4ag < a?. Berdasarkan Lema
2.7 terdapat matriks Metzler

—ai; ai2
Ap =
21 —aG22

dengan entri diagonal (2.7) dan (2.8), dan aj2 > 0, az; > 0 memenuhi (2.9). Misal

a1 = a, ag1 = 1, a1 = ara—a’®—ag dan ase = a; — a maka diperoleh

A —aala—az—ao
M1 =
1 a—a

Selanjutnya, jika a11 = a, a2 = 1, as1 = aija — a®

diperoleh
—a 1
Ay = { : } |
aia—a” —ag a — ap

— ag dan asy = a7 — a, maka
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Dalam kedua kasus diperoleh
Ay = PAy P, (2.16)

yang adalah matriks Metzler untuk suatu matriks monomial P € Riw. O

Contoh 2.9. Tentukan matriks Metzler yang sesuai untuk polinomial stabil

pa(s) = s? + 65 + 8. (2.17)
Polinomial (2.17) memenuhi kondisi (2.10) karena a? = 36 dan 4ag = 32. Akar-akar
dari (2.17) adalah s; = —4,s2 = —2. Matriks Metzler yang sesuai untuk (2.17)
adalah
ZMl :PAM1P71 atau ZMQ :PAM2P71 (218)
dimana
—a 6a —a*—8 —a 1
AMl_L a—6 ]’AMQ_[Ga—a2—8a—6 (2.19)

dan untuk suatu matriks monomial P € Riw, dengan 2 < a < 4.
Pilih matriks monomial

p- B(ﬂ (2.20)

Selanjutnya dengan menggunakan (2.18) dan (2.19), diperoleh himpunan ma-
triks Metzler yang memenuhi (2.17) adalah

Ay = PAy P71

_[02][-a6a—a?—8][0 1
S l40] |1 a-6 10

e
| 3(24a — 4a* - 32) —a
atau
Appg = PAp Pt

_fo2 —a 1 0
- l40] |6a—a®*-8a—0] |3

_ [a—63(12a — 2a — 16)
2 —a '

3. Penutup

Jika diberikan polinomial stabil pa(s) = s% + a5 + ag, maka syarat yang menjamin
eksistensi matriks Metzler A sedemikian sehingga

det (sI —A) = pa(s)

adalah 4ag < a?.
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