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Abstrak. Pada paper ini dikaji sifat yang menjamin eksistensi matriks Metzler A untuk
suatu polinomial stabil p2(s) sedemikian sehingga p2(s) = det (sI −A).
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1. Pendahuluan

Diberikan suatu sistem linier kontinu sebagai berikut :

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t), x(0) = x0, (1.1)

dimana x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm, A ∈ Rn×n dan B ∈ Rn×m. Sistem (1.1) dikatakan

positif jika x(t) ∈ Rn
+ dengan kondisi awal x(0) = x0 ∈ Rn

+ dan setiap input

u(t) ∈ Rm
+ , t ≥ 0 [1]. Sistem (1.1) dikatakan stabil asimtotik jika lim

t→∞
x(t) = 0

untuk setiap x(0) ∈ Rn
+ [2].

Dalam Farina dan Rinaldi [2] dinyatakan bahwa (1.1) adalah positif jika dan

hanya jika A ∈ Mn dan B ∈ Rn×m
+ . Selain itu juga dinyatakan bahwa jika sistem

(1.1) adalah positif, maka ia adalah stabil asimtotik jika dan hanya jika semua

koefisien dari polinomial

pn(s) = det (Ins−A)

= sn + an−1s
n−1 + · · ·+ a1s + a0

adalah positif, yaitu ai > 0 untuk i = 0, 1, · · · , n−1. Dalam hal ini polinomial pn(s)

disebut sebagai polinomial stabil untuk sistem positif (1.1).

2. Penentuan Matriks Metzler untuk Polinomial Stabil Orde Dua

Berikut diberikan definisi matriks Metzler.

Definisi 2.1. [4] Matriks A = [aij ] ∈ Rn×n dikatakan matriks Metzler jika

entri-entri selain entri diagonalnya adalah nonnegatif, yaitu aij ≥ 0 untuk i 6=
j, i, j = 1, 2, · · · , n.

Definisi 2.2. [4] Suatu matriks A ∈ Rn×n disebut matriks monomial jika setiap

baris dan kolomnya memuat hanya satu entri positif dan entri-entri lainnya bernilai

nol.
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Lema 2.3. [4] Invers dari matriks monomial A sama dengan transpose dari matriks

A, dimana setiap entri taknol digantikan oleh inversnya.

Lema 2.4. [4] Jika AM ∈ Mn maka AM := PAMP−1 ∈ Mn untuk setiap matriks

monomial P ∈ Rn×n
+ dan

det (Ins−AM ) = det (Ins−AM ). (2.1)

Bukti. Misal P ∈ Rn×n
+ adalah matriks monomial, maka P−1 ∈ Rn×n

+ . Jika AM ∈
Mn, maka untuk P tersebut ada matriks AM yang similar dengan AM , yaitu

AM = PAMP−1.

Karena AM ∈Mn, maka AM ∈Mn. Selain itu,

det (Ins−AM ) = det (Ins− PAMP−1)

= det (P [Ins−AM ]P−1)

= det (P ) det (Ins−AM ) det (P−1)

= det (Ins−AM ).

Teorema 2.5. [2] Sistem (1.1) adalah stabil asimtotik jika dan hanya jika semua

koefisien dari polinomial

pn(s) = det (Ins−A)

= sn + an−1s
n−1 + · · ·+ a1s + a0

adalah positif, yaitu ai > 0 untuk i = 0, 1, · · · , n− 1.

Lema 2.6. [5] Semua nilai eigen dari matriks Metzler

AM =

[
−a11 a12
a21 −a22

]
, aij ≥ 0, i, j = 1, 2, (2.2)

adalah riil.

Bukti. Perhatikan bahwa

det (sI −AM ) =

∣∣∣∣ s + a11 −a12
−a21 s + a22

∣∣∣∣
= (s + a11)(s + a22)− a12a21

= s2 + (a11 + a22)s + a11a22 − a12a21. (2.3)

Sehingga nilai eigen dari AM adalah

s1,2 =
−(a11 + a22)±

√
(a11 + a22)2 − 4(a11a22 − a12a21)

2
. (2.4)

Dari (2.4) diperoleh bahwa s1,2 adalah riil jika dan hanya jika

(a11 + a22)2 ≥ 4(a11a22 − a12a21). (2.5)
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Penjabaran dari (2.5) yaitu

a211 + a222 + 2a11a22 ≥ 4a11a22 − 4a12a21

a211 + a222 − 2a11a22 + 4a12a21 ≥ 0

(a11 − a22)2 + 4a12a21 ≥ 0,

yang adalah benar. Jadi semua nilai eigen dari AM adalah riil.

Lema berikut memberikan syarat yang menjamin eksistensi matriks Metzler A

untuk polinomial stabil orde dua.

Lema 2.7. [5] Untuk suatu polinomial stabil

p2(s) = s2 + a1s + a0, (2.6)

terdapat suatu matriks Metzler AM dengan entri diagonal

a11 =
1

2

(
a1 ±

√
a21 − 4(a0 + a12a21)

)
, (2.7)

a22 =
1

2

(
a1 ∓

√
a21 − 4(a0 + a12a21)

)
(2.8)

dan a12 ≥ 0, a21 ≥ 0 yang memenuhi sifat

a21 − 4(a0 + a12a21) ≥ 0 (2.9)

jika dan hanya jika

4a0 ≤ a21. (2.10)

Bukti. (⇒) Polinomial karakteristik dari AM adalah

p2(s) = det (sI −AM )

=

∣∣∣∣ s + a11 −a12
−a21 s + a22

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣ s + 1
2

(
a1 ±

√
a21 − 4(a0 + a12a21)

)
−a12

−a21 s + 1
2

(
a1 ∓

√
a21 − 4(a0 + a12a21)

) ∣∣∣∣∣∣
= s2 + (a11 + a22)s + a11a22 − a12a21. (2.11)

Sehingga nilai eigen dari AM adalah

s1,2 =
−(a11 + a22)±

√
(a11 + a22)2 − 4(a11a22 − a12a21)

2
.
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Karena AM adalah matriks Metzler, maka s1,2 adalah riil. Akibatnya

0 ≤ (a11 + a22)2 − 4(a11a22 − a12a21)

= a211 + a222 − 2a11a22 + 4a12a21

= (a11 − a22)2 + 4a12a21

=
[

1
2

(
a1 ±

√
a21 − 4(a0 + a12a21)

)
− 1

2

(
a1 ∓

√
a21 − 4(a0 + a12a21)

)]2
+ 4a12a21

=
(√

a21 − 4(a0 + a12a21)
)2

+ 4a12a21

= a21 − 4(a0 + a12a21) + 4a12a21

= a21 − 4a0.

Jadi

4a0 ≤ a21.

(⇐) Sebaliknya, untuk polinomial stabil (2.6) misalkan 4a0 ≤ a21. Maka

0 ≤ a21 − 4a0

= a21 − 4(a0 + a12a21) + 4a12a21

=
(√

a21 − 4(a0 + a12a21)
)2

+ 4a12a21

=
[

1
2

(
a1 ±

√
a21 − 4(a0 + a12a21)

)
− 1

2

(
a1 ∓

√
a21 − 4(a0 + a12a21)

)]2
+ 4a12a21. (2.12)

Jika a11 dan a22 seperti yang diperlihatkan dalam (2.7) dan (2.8), maka (2.12) dapat

ditulis menjadi

0 ≤ (a11 − a22)2 + 4a12a21

−4a12a21 ≤ a211 + a222 − 2a11a22

4a11a22 − 4a12a21 ≤ a211 + a222 + 2a11a22

4(a11a22 − a12a21) ≤ (a11 + a22)2

0 ≤ (a11 + a22)2 − 4(a11a22 − a12a21)

= a21 − 4a0,

dimana

a1 = a11 + a22 dan a0 = a11a22 − a12a21. (2.13)

Karena (2.13) berlaku, maka akar dari p2(s) adalah riil. Akibatnya matriks Metzler

AM dengan bentuk (2.2) ada dengan a11 dan a22 diperlihatkan dalam (2.7) dan

(2.8).

Teorema 2.8. [5] Untuk suatu polinomial stabil (2.6), terdapat suatu matriks Met-

zler AM = PAMP−1, dimana P ∈ R2×2
+ adalah suatu matriks monomial dan AM
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berbentuk salah satu dari yang berikut.

AM1 =

[
−a a1a− a2 − a0
1 a− a1

]
, (2.14)

AM2 =

[
−a 1

a1a− a2 − a0 a− a1

]
, (2.15)

0 < a < a1, a1a− a2 − a0 ≥ 0 jika dan hanya jika 4a0 ≤ a21.

Bukti. (⇒) Jika AM = AM1, maka dengan memperhatikan (2.2) diperoleh

a11 = a, a21 = 1, a12 = a1a− a2 − a0 dan a22 = a1 − a.

Polinomial karakteristik dari AM1 adalah

det (sI −AM1) =

∣∣∣∣ s + a a0 + a2 − a1a

−1 s + a1 − a

∣∣∣∣
= (s + a)(s + a1 − a) + a0 + a2 − a1a

= s2 + a1s + a0.

Jika AM = AM2, maka dengan memperhatikan (2.2) diperoleh

a11 = a, a12 = 1, a21 = a1a− a2 − a0 dan a22 = a1 − a.

Polinomial karakteristik dari AM2 adalah

det (sI −AM2) =

∣∣∣∣ s + a −1

a0 + a2 − a1a s + a1 − a

∣∣∣∣
= (s + a)(s + a1 − a) + a0 + a2 − a1a

= s2 + a1s + a0.

Karena AM adalah matriks Metzler, maka AM juga matriks Metzler (berdasarkan

Lema 2.4), sehinggga nilai eigen dari AM adalah riil. Akibatnya

4a0 ≤ a21.

(⇐) Misal (2.6) adalah polinomial stabil yang bersifat 4a0 ≤ a21. Berdasarkan Lema

2.7 terdapat matriks Metzler

AM =

[
−a11 a12
a21 −a22

]
dengan entri diagonal (2.7) dan (2.8), dan a12 ≥ 0, a21 ≥ 0 memenuhi (2.9). Misal

a11 = a, a21 = 1, a12 = a1a− a2 − a0 dan a22 = a1 − a maka diperoleh

AM1 =

[
−a a1a− a2 − a0
1 a− a1

]
,

Selanjutnya, jika a11 = a, a12 = 1, a21 = a1a− a2 − a0 dan a22 = a1 − a, maka

diperoleh

AM2 =

[
−a 1

a1a− a2 − a0 a− a1

]
.
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Dalam kedua kasus diperoleh

AM = PAMP−1, (2.16)

yang adalah matriks Metzler untuk suatu matriks monomial P ∈ R2×2
+ .

Contoh 2.9. Tentukan matriks Metzler yang sesuai untuk polinomial stabil

p2(s) = s2 + 6s + 8. (2.17)

Polinomial (2.17) memenuhi kondisi (2.10) karena a21 = 36 dan 4a0 = 32. Akar-akar

dari (2.17) adalah s1 = −4, s2 = −2. Matriks Metzler yang sesuai untuk (2.17)

adalah

AM1 = PAM1P
−1 atau AM2 = PAM2P

−1 (2.18)

dimana

AM1 =

[
−a 6a− a2 − 8

1 a− 6

]
, AM2 =

[
−a 1

6a− a2 − 8 a− 6

]
(2.19)

dan untuk suatu matriks monomial P ∈ R2×2
+ , dengan 2 ≤ a ≤ 4.

Pilih matriks monomial

P =

[
0 2

4 0

]
. (2.20)

Selanjutnya dengan menggunakan (2.18) dan (2.19), diperoleh himpunan ma-

triks Metzler yang memenuhi (2.17) adalah

AM1 = PAM1P
−1

=

[
0 2

4 0

] [
−a 6a− a2 − 8

1 a− 6

] [
0 1

4
1
2 0

]

=

[
a− 6 1

2
1
2 (24a− 4a2 − 32) −a

]
atau

AM2 = PAM2P
−1

=

[
0 2

4 0

] [
−a 1

6a− a2 − 8 a− 0

] [
0 1

4
1
2 0

]
=

[
a− 6 1

4 (12a− 2a− 16)

2 −a

]
.

3. Penutup

Jika diberikan polinomial stabil p2(s) = s2 + a1s+ a0, maka syarat yang menjamin

eksistensi matriks Metzler A sedemikian sehingga

det (sI −A) = p2(s)

adalah 4a0 ≤ a21.
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