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Abstrak. Suatu observer untuk sistem

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t),

y(t) = Cx(t), t ≥ 0 (0.1)

didefinisikan sebagai suatu persamaan diferensial yang berbentuk

˙̂x(t) = (A− EC)x̂(t) + Bu(t) + Ey(t), (0.2)

untuk suatu matriks E ∈ Rn×p, dimana x̂(t) ∈ Rn berperan sebagai estimator untuk

vektor keadaan x(t) dengan estimasi error ε(t) adalah

ε(t) = x̂(t)− x(t).

Estimasi yang baik mestilah memenuhi ε(t) → 0 bila t → ∞, atau x̂(t) → x(t) bila

t→∞. Jika sistem (0.1) adalah positif, persamaan (0.2) dikatakan observer linier positif
untuk sistem (0.1) jika x̂(t) ∈ Rn

+. Pada makalh ini akan dikaji masalah penentuan

observer linier positif untuk sistem linier positif. Akan dikaji syarat yang menjamin

eksistensi matriks E ∈ Rn×p
+ sedemikian sehingga x̂(t) ∈ Rn

+ dan ε(t)→ 0 bila t→∞.

Kata Kunci : Sistem linier positif, observer, matriks Metzler

1. Pendahuluan

Diberikan suatu sistem kontrol linier

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t),

y(t) = Cx(t), t ≥ 0 (1.1)

dimana x(t) ∈ Rn menyatakan vektor keadaan, u(t) ∈ Rm menyatakan vektor

kontrol dan y(t) ∈ Rp menyatakan vektor output. A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m dan

C ∈ Rp×n. Sistem (1.1) dikatakan positif jika x(t) dan y(t) adalah nonnegatif

untuk setiap keadaan awal nonnegatif x0 dan setiap kontrol nonnegatif u(t), t ≥ 0

[2]. Dalam [5], dinyatakan bahwa sistem (1.1) adalah positif jika dan hanya jika

A ∈Mn, B ∈ Rn×m
+ dan C ∈ Rp×n

+ .

Suatu observer untuk sistem (1.1) didefinisikan sebagai suatu persamaan difer-

ensial yang berbentuk sebagai berikut:

˙̂x(t) = (A− EC)x̂(t) +Bu(t) + Ey(t), (1.2)
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untuk suatu matriks E ∈ Rn×p, dimana x̂(t) ∈ Rn [2]. Dalam [2] dinyatakan bahwa

vektor x̂(t) berperan sebagai estimator untuk vektor keadaan x(t) dengan estimasi

error ε(t) adalah

ε(t) = x̂(t)− x(t).

Estimasi yang baik mestilah memenuhi ε(t) → 0 bila t → ∞, atau x̂(t) → x(t)

bila t → ∞. Jika sistem (1.1) adalah positif, persamaan (1.2) dikatakan observer

linier positif untuk sistem (1.1) jika x̂(t) ∈ Rn
+. Pada makalh ini akan dikaji masalah

penentuan observer linier positif untuk sistem linier positif. Akan dikaji syarat yang

menjamin eksistensi matriks E ∈ Rn×p
+ sedemikian sehingga x̂(t) ∈ Rn

+ dan ε(t)→ 0

bila t→∞.

2. Observer Linier Positif untuk Sistem Linier Positif

Berikut diberikan definisi matriks Metzler.

Definisi 2.1. Suatu matriks A berukuran n × n dikatakan matriks Metzler jika

semua entri selain diagonal utamanya adalah nonnegatif, yaitu aij ≥ 0,∀i 6= j;

i, j = 1, 2, . . . , n.

Teorema 2.2. Misalkan A adalah suatu matriks Metzler, maka terdapat suatu µ0 ∈
R dan suatu x0 ∈ Rn

+ sedemikian sehingga

(1) Ax0 = µ0x0.

(2) Jika µ 6= µ0 adalah nilai eigen lain dari A, maka Re(µ) < µ0.

Dari sistem (1.1), misalkan matriks A adalah nonnegatif. Sistem (1.1) dikatakan

stabil asimtotik jika solusinya menghampiri 0 bila t menuju tak hingga, yaitu

lim
t→∞

x(t) = 0. Dalam beberapa literatur dinyatakan bahwa untuk menguji kesta-

bilan asimtotik dari sistem (1.1) cukup dengan melihat nilai eigen dari matriks A.

Jika bagian riil dari semua nilai eigen dari matriks A adalah negatif maka sistem

(1.1) adalah stabil asimtotik, demikian juga sebaliknya [4].

Lema berikut memberikan kondisi stabil untuk matriks Metzler:

Lema 2.3. Suatu matriks Metzler A ∈ Mn adalah stabil asimtotik jika semua

elemen diagonalnya negatif.

Berikut disajikan syarat perlu dan syarat cukup untuk eksistensi observer linier

positif konvergen untuk sisitem linier positif dengan output tunggal.

Lema 2.4. Diberikan suatu matriks Metzler A ∈Mn dan suatu matriks nonnegatif

C ∈ R1×n
+ . Jika terdapat matriks nonnegatif E ∈ Rn×1

+ sedemikian sehingga (A −
EC) adalah matriks Metzler stabil asimtotik, maka

aiicj < aijci,∀i,∀j 6= i, sedemikian sehingga cj 6= 0. (2.1)



48 Tri Utami, Zulakmal

Bukti. Pilih matriks E ∈ Rn×1
+ , dengan

E =


e1
e2
...

en

 ,

dimana ei ≥ 0,∀i = 1, 2, . . . , n dan ada j ∈ {1, 2, . . . , n} sedemikian sehingga ej > 0.

Karena diinginkan (A − EC) ∈ Mn maka matriks (aij − eicj) ≥ 0,∀i 6= j, atau

dapat ditulis

eicj ≤ aij ,∀i 6= j. (2.2)

Selanjutnya, karena diinginkan pula matriks (A−EC) adalah stabil asimtotik, maka

haruslah aii − eici < 0,∀i, atau dapat ditulis

eici > aii. (2.3)

Jika ci > 0 dan cj > 0, maka dari (2.3) diperoleh

aiicj < eicicj ,

dan dari (2.2) diperoleh

aiicj < eicicj < aijci,

yang memperlihatkan hubungan (2.1) terpenuhi.

Teorema berikut memberikan syarat yang menjamin eksistensi matriks E untuk

observer linier positif konvergen.

Teorema 2.5. Diberikan suatu matriks Metzler A ∈ Mn dan suatu matriks non-

negatif C ∈ R1×n
+ . Misalkan E ∈ Rn×1

+ adalah suatu matriks nonnegatif dengan

entri-entri ei sedemikian sehingga

ei >
aii
ci
, jika cj = 0,∀j 6= i, (2.4)

ei = min
j 6=i,cj 6=0

{aij
cj
}, jika cj 6= 0. (2.5)

Maka terdapat observer linier positif konvergen untuk sistem (1.1) jika dan hanya

jika λmax(A− EC) < 0.

Bukti. (⇐) Pemilihan matriks E ∈ Rn
+ dengan entri-entri yang memenuhi (2.4)

dan (2.5) menjamin bahwa (A − EC) merupakan suatu matriks Metzler. Karena

λmax(A−EC) < 0, maka matriks (A−EC) adalah stabil asimtotik, sehingga matriks

E ini dapat digunakan untuk membentuk suatu observer linier positif konvergen.

(⇒) Misalkan

˙̂x(t) = (A− EC)x̂(t) +Bu(t) + Ey(t)

adalah suatu observer linier positif konvergen untuk sistem (1.1), maka (A − EC)

adalah matriks Metzler dan stabil asimtotik. Karena (A − EC) adalah matriks
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Metzler, maka matriks (A−EC) memiliki nilai eigen riil terbesar λmax sedemikian

sehingga Re(λ) < λmax untuk setiap λ ∈ {γ : det(A−EC − γI) = 0}. Selanjutnya,

karena (A−EC) merupakan matriks yang stabil asimtotik maka Re(λ) < 0 untuk

setiap λ ∈ {γ : det(A− EC − γI) = 0}. Akibatnya λmax < 0.

Contoh berikut akan mengilustrasikan suatu sistem yang memiliki observer den-

gan n ≥ 3:

Contoh 1. Diberikan suatu sistem linier, dimana

A =

 2 6 4

5 4 8

4 9 2

 , B =

0

0

1

 , C =
(

1 2 1
)

Misalkan E =

 e1
e2
e3

, maka

(A− EC) =

 2 6 4

5 4 8

4 9 2

−
 e1
e2
e3

( 1 2 1
)

=

 2 6 4

5 4 8

4 9 2

−
 e1 2e1 e1
e2 2e2 e2
e3 2e3 e3


Sehingga diperoleh matriks

E =

 3

5

4

 ,

dengan demikian

(A− EC) =

 2 6 4

5 4 8

4 9 2

−
3

5

4

( 1 2 1
)

=

−1 0 1

0 −6 3

0 1 −2


Dari matriks (A−EC) diperoleh λmax(A−EC) = −1, maka terdapat suatu observer

linier positif konvergen untuk sistem linier positif (1.1). Observernya adalah ˙̂x1(t)
˙̂x2(t)
˙̂x3(t)

 =

−1 0 1

0 −6 3

0 1 −2

 x̂1(t)

x̂2(t)

x̂3(t)

+

 0

0

1

u(t) +

 3

5

4

 y(t),
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dan persamaan errornya adalah

ε̇(t) =

−1 0 1

0 −6 3

0 1 −2

 ε(t).

3. Penutup

Syarat yang menjamin eksistensi observer linier positif konvergen untuk sistem linier

positif adalah terdapatnya entri-entri matriks E yang memenuhi hubungan

ei >
aii
ci
, jika cj = 0,∀j 6= i,

ei = min
j 6=i,cj 6=0

{aij
cj
}, jika cj 6= 0

sedemikian sehingga λmax(A− EC) < 0.
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