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Abstrak. Kajian tentang operasi bagi, operasi kongruen modulo n, dan operasi bilangan
kompleks pada lapangan kuadratik telah banyak dikemukakan dalam berbagai tulisan.

Namun tingkat keumuman dari hasil-hasil tersebut masih bervariasi. Pada tulisan ini
dikaji penjelasan istilah pada Teorema Pekin untuk diterapkan pada dalil mod 3 dari

jumlah kelas lapangan kuadratik riel maupun imajiner dalam bentuk Q(
√
−q).

Kata Kunci : Bilangan Kelas, diskriminan, satuan dasar

1. Pendahuluan

Banyak pembelajar yang hanya sekedar mengetahui tentang suatu masalah, namun

sulit untuk memahami masalah tersebut, apalagi untuk membuktikannya. Sebagai

contoh, terkadang anak usia dini yang masih memiliki kemauan yang berlebih, na-

mun belum mampu mengoperasikan pembagian [2]. Di samping itu, banyak juga

para penemu terdahulu yang berusaha mengupas setiap masalah di dalam suatu ka-

jian, khususnya di bidang matematika yang berkenaan dengan teoritis. Salah satu

topik yang diangkat oleh penulis yaitu masalah operasi bagi, operasi kongruen mod-

ulo n, operasi bilangan kompleks, satuan, lapangan kuadratik dan nilai diskriminan,

serta operasi square free.

Dalam [9] telah ditunjukkan bahwa terdapat bilangan kuadratik tak hingga,

yang masing-masing jumlah kelas dibagi oleh bilangan bulat yang diberikan. Dalam

[5] dan [3] fakta tersebut telah dibuktikan secara mandiri. Dalam [4], Hartung me-

nunjukkan bahwa terdapat bilangan tak terbatas dari bidang kuadratik imajiner

Q(
√
−q) yang bilangan kelasnya habis dibagi tiga, dimana q ∈ Z dalam bentuk

persegi t2−4
27 dan q ∼= 7(mod 12).

Dalam [6] telah dibuktikan bahwa:

H ∼=
−u
t
h(d)(mod 3),

sesuai dengan peneliti sebelumnya.

Pada tulisan ini, t dan u adalah koefisien satuan dasar riil dari Q(
√
d); H(−q)

adalah bilangan kelas dari Q(
√
−q); dan h(d) adalah bilangan kelas dari Q(

√
d).
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2. Beberapa Proposisi pada Operasi Bagi

Pada kajian ini diberikan beberapa contoh dari bukti yang akan melibatkan operasi

bagi. Akan diasumsikan bahwa pernyataan yang berkaitan dengan penjumlahan,

perbedaan, dan hasil dari bilangan-bilangan bulat adalah bilangan bulat itu sendiri.

Pilih k1, k2 ∈ N, maka k1 ± k2 ∈ N, dan k1k2 ∈ N. Demikian juga halnya dengan

bilangan negatif dari bilangan bulat yang lainnya adalah juga suatu bilangan bulat.

Ini berarti bahwa untuk setiap k ∈ N ⊂ Z, berlaku juga −k ∈ Z.

Hasil pertama adalah hal yang berkaitan dengan penjumlahan dari dua bilangan

genap akan menjadi bilangan genap pula.

Proposisi 2.1. Misalkan a, b1, b2 ∈ Z, a | b1 dan a | b2, maka a | (b1 + b2).

Bukti. Dari asumsi tersebut, a adalah pembagi dari b1 dan b2. Maka terdapat k1,

k2 ∈ Z, sedemikian sehingga ak1 = b1, dan ak2 = b2. Misalkan:

k = k1 + k2 ∈ Z,

maka

ak = a(k1 + k2) = ak1 + ak2 = b1 + b2.

Jadi a adalah pembagi dari b1 + b2.

Proposisi 2.2. Misalkan a, b ∈ Z, maka a | b jika dan hanya jika a | −b.

Bukti. (⇒) Dari asumsi di atas, terdapat k ∈ Z, sedemikian sehingga ak = b.

Maka juga terdapat −k ∈ Z, sedemikian sehingga juga a(−k) = −ak = −b. Oleh

karenanya a membagi −b.
(⇐) Asumsikan bahwa a | −b. Dari pembuktian sebelumnya, jelaslah bahwa

a | −(−b) = b.

Proposisi 2.3. Misalkan a, b1, b2 ∈ Z. Jika a | b1 dan a - b2, maka a - (b1 + b2).

Bukti. Akan dibuktikan dengan penyangkalan. Andaikan bahwa a | (b1+b2), maka

a adalah sebuah pembagi dari b1 + b2, dan b1. Andaikan juga bahwa a | ((b1 + b2)−
b1) = b2. Hal ini berlawanan dengan asumsi di awal yang menyatakan bahwa a - b2,

dan penyangkalan dari pengandaian di atas yang menyatakan bahwa a | (b1 + b2),

adalah benar. Jadi, ini mengakibatkan a - (b1 + b2).

3. Suatu Contoh pada Operasi Kongruen Modulo n

Berikut akan diberikan beberapa contoh dan satu proposisi dari operasi kongruen

modulo n.

Contoh 3.1. Misalkan a, b, n ∈ Z, dengan a ∼= b (mod n). Akan ditunjukkan bahwa

ak ∼= bk(mod n)

untuk setiap k ∈ N.
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Bukti. Akan diinduksikan terhadap k ∈ N, dan didefinisikan:

P (k) : ak ∼= bk(mod n).

(i) Langkah dasar. Ambil k = 1, maka a1 ∼= b1 (mod n); jadi P (1) benar.

(ii) Langkah induksi. Asumsikan bahwa P (k − 1) benar. Ini berarti:

ak−1 ∼= bk−1(mod n).

(iii) Akan ditunjukkan bahwa benar untuk P (k) yaitu:

ak ∼= bk(mod n).

Dari asumsi sebelumnya,

a ∼= b(mod n).

Karena hasil dari banyaknya yang kongruen adalah juga kongruen, maka

akan ditunjukkan dengan mengalikan pernyataan yang sebangun di atas

dengan ak−1 pada ruas kiri kongruen, dan mengalikan pernyataan di se-

berangnya dengan bk−1. Sehingga diperoleh:

(ak−1).(a) ∼= (bk−1).(b)(mod n).

Akibatnya,

ak ∼= bk(mod n).

Oleh karena itu, dengan menggunakan prinsip induksi matematika,

mengakibatkan P (k) benar untuk setiap k ∈ N.

4. Teorema Pekin

Berikut akan diberikan hal pokok yang mendasari skripsi ini, yang merupakan kajian

utama yang disajikan dalam bentuk teorema berikut [6]:

Teorema 4.1. Misalkan d ∼= 1(mod 4) merupakan bilangan bulat pada square free.

Jika d dapat dinyatakan dalam bentuk d = 3q = 9p2m2∓4m, untuk suatu p = 2k1+1

dan m = 2k2 + 1; k1, k2 ∈ Z, maka bilangan kelas Q(
√
−q) habis dibagi tiga.

Bukti. Karena d ∼= 1(mod 4) maka satuan dasar Q(
√
d), yakni t dan u adalah:

ε =
(t+ u

√
d)

2
> 1,

dan diskriminannya adalah d = 3q.

Pilih t ∼= ∓2(mod m). Ambil t2 − (9p2m2 ∓ 4m).u2 = 4, dan

t = 9p2m∓ 2,

maka persamaan t2 − (9p2m2 ∓ 4m).u2 = 4 adalah t = 9p2m ∓ 2 dan u = 3p.

Akibatnya satuan dasar dari Q(
√

9p2m2 ∓ 4m) adalah:

ε =
(9p2m∓ 2) + (3p

√
9p2m2 ∓ 4m)

2
.
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Jadi h(−q) ∼= 0(mod 3) dari H ∼= −u
t h(d)(mod 3).

Contoh 4.2. Buktikan bahwa jika q = 27p2 + 4 adalah sebuah bilangan prima,

maka h(−q) ∼= 0(mod 3).

Bukti. Karena

H ∼=
−u
t
h(d)(mod 3), (4.1)

maka q adalah sebuah bilangan persegi bebas yang kongruen dengan 7(mod 12),

d = 3q adalah diskriminan dari lapangan Q(
√
d), dan ε = t+u

√
d

2 > 1 adalah satuan

dasarnya, serta H adalah bilangan kelas dari Q(
√
−q).

Akan ditunjukkan bahwa

(27p2 + 2)2 − (27p2 + 4).3.(3p)2 = 4, atau

ε =
(27p2 + 2) + 3p

√
3(27p2 + 4)

2
(4.2)

adalah persamaan dari lapangan Q(
√

3(27p2 + 4).

Karena 27p2 + 4 adalah bilangan prima dari q, maka solusi terkecil adalah :

t2 − 3(27p2 + 4)u2 = 4.

Karena t ∼= ±2(mod m), maka t = 27p2 + 2. Ini berarti ε pada (4.2) adalah

persamaan dasar dari Q(
√

3(27p2 + 4), dan nilai dari ”u” di ε diberikan oleh u = 3p.

Oleh karena itu, Persamaan (4.1) juga memenuhi h(−q) ∼= 0(mod 3).

5. Kesimpulan

Dari uraian di atas, terbukti bahwa

H ∼=
−u
t
h(d)(mod 3),

untuk suatu u = 3p > 0; u, t, p ∈ R; t 6= 0, d = 3q; d, q ∈ C.
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