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Abstrak. Analisis regresi merupakan salah satu metode untuk melihat hubungan an-
tara variabel bebas (independent) dengan variabel terikat (dependent) yang dinyatakan
dalam model regresi. Beberapa metode yang bisa digunakan untuk mengestimasi pa-
rameter model regresi, diantaranya adalah metode klasik dan metode Bayes. Salah satu
metode klasik adalah metode mazimum likelihood. Penelitian ini membahas tentang per-
bandingan metode mazimum likelihood dan metode Bayes dalam mengestimasi parame-
ter model regresi linear berganda untuk data berdistribusi normal. Adapun rumus untuk
mengestimasi parameter dengan metode mazimum likelihood adalah B:(XTX)'IXTY
dan 02 = — >-r2 €. Sedangkan untuk mengestimasi parameter dengan metode Bayes
adalah dengan menggunakan distribusi prior dan fungsi likelihood. Distribusi prior yag
n
dipilih pada kajian ini adalah f(B,02) = 'Hl f(ﬁj|a2)f(a2) dengan ; ~ N(},Lﬂj,UQ)
i=

dan 02 ~ IG(a,b). Distribusi prior konjugat tersebut kemudian dikalikan dengan fungsi
likelihood L(B,0?) sehingga membentuk distribusi posterior f(B|c?). Distribusi poste-
rior inilah yang digunakan untuk mengestimasi parameter model melalui proses Markov
Chain Monte Carlo (MCMC). Algoritma MCMC yang digunakan adalah algoritma Gibbs
Sampler. Model regresi linear berganda yang diperoleh dengan metode maximum likeli-
hood adalah

g = —27,8210000 + 0,0307430X1 + 0,0039211X2 + 0,0034631.X3 + 0,6537000X 4

dengan kecocokan modelnya adalah sebesar 95,7 %. Sedangkan model regresi linear
berganda yang diperoleh dengan metode Bayes adalah

9y = —26,620000 + 0,029380X7 + 0,004204X> + 0,003321.X3 + 0,656200.X 4

dengan kecocokan modelnya adalah sebesar 99,99 %. Dengan demikian dapat disim-
pulkan bahwa metode Bayes lebih baik dari pada metode maximum likelihood.

Kata Kunci: Model Regresi Linear Berganda, metode Maximum Likelihood, dan metode
Bayes

1. Pendahuluan

Analisis regresi merupakan suatu alat dalam statistik yang mengalami perkembang-
an pesat dan banyak digunakan dalam berbagai bidang kehidupan. Analisis terse-
but mempunyai tujuan untuk mengestimasi hubungan antara variabel dependent
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(terikat) dengan variabel independent (bebas). Pada penelitian ini, analisis regresi
dilakukan dengan menggunakan distribusi normal.

Banyak metode yang bisa digunakan untuk mengestimasi parameter model re-
gresi, diantaranya adalah metode klasik dan metode Bayes. Salah satu metode
yang digunakan dalam metode klasik adalah metode mazimum likelihood. Metode
maximum likelihood merupakan metode estimasi parameter yang memaksimumkan
fungsi kemungkinan. Pada metode Bayes, parameter populasi memiliki distribusi
awal yang dinamakan dengan distribusi prior. Distribusi prior ini dapat berasal
dari data penelitian sebelumnya atau berdasarkan intuisi seorang peneliti. Infor-
masi prior dari sebaran parameter tersebut kemudian digabungkan dengan infor-
masi dari data yang didapat dari pengambilan sampel sehingga didapat distribusi
posterior dari parameter.

Dalam tulisan ini dilakukan pengujian mengenai pendugaan parameter dari
model yang berdistribusi normal dengan menggunakan metode mazimum likelihood
dan metode Bayes. Dari uraian diatas peneliti akan membandingkan hasil estimasi
dari kedua metode.

2. Model Regresi Linear Berganda

Model regresi linear berganda melibatkan lebih dari satu variabel independen
X1, Xo,..., X, dengan satu variabel dependen. Bentuk model dituliskan sebagai
berikut.

Yi = Bo + Biwir + Baia + - + Bpxip + & (2.1)
Apabila model dibentuk dalam matriks, maka Model (2.1) menjadi :

Y =X3+e (2.2)
dimana:
Y 1z 212 -+ T1p Bo €1
Y2 1221 290 -+ T B1 €2
Y = 7X = 313 = y€ =
Yn 1 Tnl Tp2 *°° Tpp ﬁp En

3. Mengestimasi Parameter Model Regresi Menggunakan Metode
Mazimum Likelihood

Mengestimasi parameter dengan menggunakan metode mazimum likelihood yaitu
dengan menggunakan fungsi likelihood model regresi seperti berikut :

2mo?

L(B,0°) = ( )2 exp (lig Z[yl — (Bo + Brwin + - - - +Bpxip)]2> (3.1)

dan logaritma natural fungsi likelihood model regresi adalah:

ln (B, 0%) = gln (27r102) - <2i2 > i — (Bo+ Braa +--- + 5p$ip)]2> (3.2)
i=1
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Dimana masing-masing turunannya adalah sebagai berikut :

2 n
aln(ﬁOaBg/é(;wﬁma ) :;2;[yi_(BO'f'ﬁlxil+"'+ﬁp1'ip)]2:0

1 2 i —
0 n(ﬂo;ﬂgﬁl 75}770 ) _ :Z21 1:1[%*(BO+51$11+-~-+5pxip)]2:0

8111(50;51876'“ Bp:0%) _ wp [yi — (Bo + Brxir + - .. + Bprip))> =0 (3.3)
P

02 <
=1

Persamaan (3.3) disederhanakan akan menjadi :

Bon+ By min+-+ By Y Tip = D i
i=1 i=1

i=1

n n n n
2
Bo E i + B E i+ .+ By E Ti1Tip = E YiTil,
i=1 i=1 i=1 i=1

n n n n
Bo Z Tip + 51 Z Tip” + ...+ Bp Z Tip” = Z YiTip (3.4)
i=1 i=1 i=1 i=1

Sistem Persamaan (3.4) disebut persamaan normal. Jika dinyatakan dalam bentuk
matriks, maka persamaan normal diatas akan menjadi

XTx3 = XTy (3.5)
no Py T 0 Y, Tip v
. i=1 =1 Bo =1
Swi B> Tt Y wamp| | B > YiTil
i=1 i=1 i=1 | = |i=t (3.6)
n n n 5 ﬂp n
;xip Z:lffﬂfip Z:lxip ;yixip

Dengan demikian diperoleh hasil estimasi parameter adalah sebagai berikut :
B=XTX)"'xTy (3.7)
Sedangkan untuk variansinya diperoleh turunan sebagai berikut :

01 2 1
n(ﬁO;BlaaUQ 751770' ) _ _%“Fﬁzwi_(50+ﬂ1xi1+"'+6pmip)]2 (38)
i=1

Penyelesaian persamaan (3.8) adalah

o

) lyi — (Bo + Brxi1 + -+ + Bpip))?
2 — =1 (3.9)

n
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dengan o2 adalah standard error regresi, dapat ditulis sebagai berikut.

. le[yz - yAi}Q 1 n
== = 2 3.10
o - - ;61 (3.10)

4. Mengestimasi Parameter Model Regresi Menggunakan Metode
Bayes

Pada metode Bayes untuk mengestimasi parameter dalam model regresi linear
berganda digunakan distribusi prior bersama fungsi likelihood. Fungsi likelihood
untuk model regresi normal telah dicari pada Persamaan (3.1) karena sama-sama
berdistribusi normal. Pada model regresi normal, distribusi prior yang digunakan
seperti berikut:

ﬁ] ~ N(/’[’ﬂjUQ) untUkj = 07 1a Y 4

o? ~ IG(a,b),

maka distribusi prior dari parameter pada metode Bayes adalah

f(B,0%) = Hf(ﬁj\02>f<02>

B Wl)—l/ZeXp (—2;2 (B0 = 10)” (Br = 1)+ (8, - ﬂﬂp)2)> 7
g o (7)) (41)

Distribusi posterior yang diperoleh adalah sebagai berikut :
Posterior < L(B,02)f(8,0°)

n
2

1 2 1 X
0( (27r02> exp <_M [yi — (Bo + Brwir + ... + ﬁ[)xlp)]2>

i=1

x WI)—U?GXP (_%i? ((50 — p0)” (Br— ps,)” - (Bp — Hﬁp)2)>

b 1 —b
X @m exp (a) (42)

5. Markov Chain Monte Carlo (MCMC)

Metode MCMC merupakan suatu metode untuk menentukan nilai parameter dari
suatu integrasi analitik yang sulit. Ide dasar dari metode MCMC adalah mengambil
sampel acak dalam jumlah besar dari fungsi kepekatan peluang untuk membangk-
itkan parameter baru secara akurat.

Terdapat beberapa macam algoritma MCMC, dua diantaranya adalah yang pal-
ing populer yaitu algoritma Metropolis-Hasting dan algoritma Gibbs sampler. Pada
skripsi ini digunakan algoritma Gibbs sampler untuk mencari nilai posterior dalam
metode Bayes.

Algoritma Gibbs sampler adalah sebagai berikut :
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(1) Menentukan nilai awal 3% o2
(2) Untuk iterasit=1,---,T
e Atur 8 = B(tfl) dan o2 = g2V
e Untuk j =0,---,p
Bangkitkan o2 dari flo?]x)
Bangkitkan 8" dari f(8, | 8\, 887V, -,
Bangkltkanﬂt) dari f(51 |ﬂ(t) ﬁQt 1), . ,ﬁt 1) Q(t) X)
Bangk1tkan B dari f(8, | 8,80, B, Q(t),x)

(-1 520 4

Bangkitkan ﬂz(,t) dari f(B | ﬂ;t), (t) .- B(t) Q(t),x)

p—?

Iterasi diatas akan berhenti sampai T, jika parameter model yang dihasilkan belum
konvergen lakukan kembali langkah ke-2 sampai parameter konvergen.

6. Pemodelan Data dengan Metode Maximum Likelihood

Hasil masing-masing parameter dengan metode mazimum likelihood dapat dilihat
pada Tabel 1.

Tabel 1. Estimasi Parameter Metode Mazimum Likelihood(to 05,204 = 1,96)

Variabel Nilai Standar trni: | Keterangan
Independent | Estimasi Deviasi
Konstanta -27,8210000 | 4,4220000 - -
X, 0,0307430 | 0,0093710 | 3,28 | Berpengaruh
X9 0,0039211 | 0,0009884 | 3,97 | Berpengaruh
X3 0,0034631 | 0,0003954 | 8,76 | Berpengaruh
Xy 0,6527000 | 0,0305000 | 21,40 | Berpengaruh

Setelah diperoleh nilai estimasi parameternya dan setiap variabel yang diuji
telah signifikan maka dapat dibentuk model regresi linear pada metode mazimum
likelihood adalah

9 = —27,8210000 + 0, 0307430X; + 0,0039211.X5 4 0,0034631X3 + 0,6537000X4

dengan kecocokan modelnya adalah sebesar 95,7 %

7. Pemodelan Data dengan Metode Bayes

Hasil estimasi parameter dengan metode Bayes dapat dilihat pada Tabel 2.

Selanjutnya akan dilakukan uji kekonvergenan terhadap parameter model yang
telah dihasilkan. Uji kekonvergenan pada metode Bayes diuji dengan melihat Trace
Plot. Pada kasus performa hardware komputer yang diambil sebanyak 15000 sampel
diperoleh Trace Plot seperti pada Gambar 1 - Gambar 6.
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Tabel 2. Estimasi Parameter Metode Bayes

Parameter Hasil Standar 2,5% Median 7,5%
Estimasi | Deviasi
Bo -26,620000 | 0,195900 | -27,000000 | -26,620000 | -26,230000
51 0,029380 | 4,200E-4 | 0,028580 0,029380 0,030210
5o 0,004204 | 4,382E-5 0,004117 0,004204 0,004290
53 0,003321 1,741E-5 0,003286 0,003321 0,003355
B4 0,656200 0,001366 0,653600 0,656200 0,658900
o2 2,082000 0,006659 2,069000 2,082000 2,095000
3 0 o : 0 0 .
fteration fteration
Gambar 1. Trace Plot [y Gambar 2. Trace Plot 5y

betad

betaz
000325 0.00335

0.004 00042 0.0044

0 5000 10000 0 5000 10000
teration feration

Gambar 3. Trace Plot (o Gambar 4. Trace Plot (3
) 0 ot ) a0 oo
fteration feration
Gambar 5. Trace Plot (4 Gambar 6. Trace Plot o

Pada Gambar 1 — 6 estimasi parameter model telah tersebar disekitar dua garis
horizontal yang linear maka parameter dikatakan konvergen.

Pada Gambar 7—12 berikut ini disajikan fungsi kepekatan peluang untuk setiap
parameter yang diestimasi nilainya.

Pada Gambar 7 — 12 diperlihatkan bahwa kurva fungsi kepekatan dari semua
parameter model telah membentuk kurva normal. Dengan demikian dapat disim-
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pulkan bahwa parameter model berdistribusi normal. Dengan demikian model re-
gresi yang terbentuk dengan metode Bayes adalah

9 = —26,620000 + 0,029380.X7 + 0,004204X5 + 0,003321X3 + 0,656200.X 4
dengan kecocokan modelnya adalah sebesar 99,99 %.

8. Perbandingan Estimasi Parameter Model Regresi Pada Metode
Maximum Likelihood dengan Metode Bayes

Mengukur kecocokan model pada kedua metode menghasilkan hasil yg berbeda.
Koefisien determinasi pada metode Bayes lebih besar dari metode mazimum likeli-
hood maka dapat dikatakan model pada metode Bayes lebih baik daripada metode
mazimum likelihood.

9. Kesimpulan

Model regresi linear berganda yang diperoleh dengan metode maximum likelihood
adalah

9y = —27,8210000 + 0, 0307430X; + 0,0039211.X5 4+ 0,0034631.X3 + 0,6537000X 4,
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dengan kecocokan modelnya adalah sebesar 95,7 %. Model regresi linear berganda
yang diperoleh dengan metode Bayes adalah

9 = —26,620000 + 0,029380X; + 0,004204.X5 4 0,003321.X3 + 0,656200X 4,

dengan kecocokan modelnya adalah sebesar 99,99 %. Koefisien determinasi pada
metode Bayes lebih besar dari metode mazimum likelihood, sehingga dapat disim-

pulkan bahwa model pada metode Bayes lebih baik daripada metode mazimum
likelihood.
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