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Abstrak. Makalah ini membahas sebagian dari tulisan Jun, Park dan Williams [8]
yaitu tentang subhimpunan dari semigrup implikatif yang disebut penyaringan teru-
rut absorbent fuzzy serta beberapa sifatnya. Suatu himpunan fuzzy B dari himpunan
tak kosong X di tandai dengan suatu fungsi keanggotaan Ap yang mengaitkan setiap
titik pada X ke bilangan riil dalam interval [0,1]. Beberapa jenis semigrup implikatif
fuzzy adalah penyaringan terurut fuzzy, penyaringan terurut implikatif fuzzy, dan pen-
yaringan terurut absorbent fuzzy. Setiap penyaringan terurut absorbent fuzzy merupakan
penyaringan terurut fuzzy dan penyaringan terurut implikatif fuzzy.

Kata Kunci: Semigrup Implikatif, Penyaringan Terurut Implikatif Positif (Fuzzy), Pen-
yaringan Terurut Absorbent Fuzzy

1. Pendahuluan

Semilattice implikatif merupakan struktur aljabar yang terdiri dari himpunan tak
kosong dengan tiga operasi, yaitu operasi terurut parsial, konjungsi dan implikasi.

Chan dan Shum [3] telah memperkenalkan sebelumnya tentang pengertian semi-
grup implikatif dan penyaringan terurut. Nemitz [11] dan Blyth [2] juga telah mem-
bahas tentang semilattice implikatif, secara umum yang terkait erat dengan imp-
likasi logika matematika dan teori himpunan beda (Birkhoff [1] dan Curry [5]).
Kemudian Nemitz menunjukkan bahwa penyaringan terurut memainkan peranan
yang penting dalam perkembangan teori semilattice implikatif. Berdasarkan hal
tersebut, Chan dan Shum [3] menetapkan beberapa sifat dasar dan membentuk
struktur penyaringan terurut dari semigrup implikatif tersebut.

Jun dkk [10] membahas tentang semigrup implikatif dan membangun teori yang
lebih lengkap dari penyaringan terurut, kemudian Jun [7] juga menyelidiki sifat-sifat
lain dari semigrup implikatif dan penyaringan terurutnya. Selanjutnya Y. B. Jun,
C. H. Park dan D. R. P. Williams [8] memperkenalkan suatu subhimpunan dari
semigrup implikatif yang disebut penyaringan terurut absorbent serta mengkaji
beberapa sifat-sifatnya.

Definisi 1.1. [9] Semigrup terurut parsial secara negatif dinotasikan dengan, (S, <
,®), adalah suatu himpunan yang terdefinisi terurut parsial” <7 dan terdapat suatu
operasi biner ” @7 pada S sedemikian sehingga untuk semua x,y,z € S berlaku :
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(1) (xoy)ez=ze(yez),
(2) Jikax <y maka xez <yez danzex X zey,
(8) xey =<z danzey < y.

Proposisi 1.2. [3] Misalkan S suatu semigrup implikatif makae untuk setiap
x,y,z €S, berlaku:

(1) <1, dimana xxx =12 =1xuz,

(2) x 2yx(zey),

(3) v 2z x(veox),

(4) v Jyxw,

(5) Jikax <y maka xxz>y*xz dan zxx <X z xy,

(6) x <y jika dan hanya jika x xy =1,

(7) wx(yxz) = (zeoy)xz,

(8) Jika (A, e) merupakan komutatif maka x *y =< (a @ ) * (a ® y) untuk setiap
acA.

Proposisi 1.3. [9] Jika S suatu semigrup implikatif komutatif, maka untuk setiap
xz,y,z € S, berlaku:

(1) z*(y*2)=yx*(zxz),
(2) v =2 (z*y)*y,

(3) yxz =2 (2*xx)* (y*x),
(4) yxz 2 (zxy) * (v x2),
(5) (x*xy)xy)xy=2x*y.

2. Fuzzy

Definisi 2.1. [13] Suatu himpunan fuzzy B dari himpunan tak kosong X di tandai
dengan suatu fungsi keanggotaan Ap yang mengaitkan setiap titik pada X ke bi-
langan riil dalam interval [0,1]. Dengan nilai Ap(x) pada © mewakili ”angka dari
keanggotaan” dari x pada B.

Definisi 2.2. [14] Misalkan S semigrup implikatif dan A himpunan fuzzy pada
S. Himpunan A disebut penyaringan terurut fuzzy dari A jika memenuhi kondisi
berikut :

(c1) A(z) < A1),V zeS.
(c2) A(x) > min A(zxx),A(z), Vx,z € S.

Catatan. Setiap fuzzy penyaringan terurut adalah ketetapan urutan (x = y <

A(z) = A(y))-

Definisi 2.3. [14] Misalkan S adalah semigrup implikatif dan A himpunan fuzzy
di S dikatakan penyaringan terurut implikatif fuzzy dari S jika memenuhi kondisi
berikut :

(c1) A(x) < A1),V z€S.
(c3) Alx xz) > min{A(z * (y * 2)), Az *y)} ,V z,y,2 € S.
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Definisi 2.4. [14] Misalkan S adalah semigrup implikatif dan A himpunan fuzzy
di S dikatakan penyaringan terurut implikatif positif fuzzy dari S jika memenuhi
kondisi berikut :

(c1) A(x) < A(1),VzeS.
(cf) A(y) > min{A(z * ((y * 2) xy), A(z))}, V z,y,2 € S.

Lema 2.5. [14] Misalkan A adalah himpunan fuzzy pada semigrup implikatif ko-
mutatif S. Himpunan A adalah penyaringan terurut fuzzy dari S jika x ey =< z
maka A(z) > min{A(z), A(y)}.

Teorema 2.6. [14] Misalkan S adalah semigrup implikatif komutatif. Setiap pen-
yaringan terurut implikatif positif fuzzy dari S adalah penyaringan terurut implikatif

fuzzy.

Bukti. Misalkan A penyaringan terurut implikatif positif fuzzy dari S dan z,y, z €
S, maka berlaku (cl) dan (c4). Akan ditunjukkan bahwa A penyaringan terurut
implikatif fuzzy, yaitu dengan menunjukkan (c3) berlaku. Dengan Proposisi 1.3(1)
dan Proposisi 1.3(4) diperoleh

Dengan menggunakan definisi semigrup implikatif diperoleh

min{A(z * (y * 2)), A(z x y)} Az * (x x 2))

Az (((z % 2) * 2) x 2))
= A(((zx2)xz)* (xx2))

AL (((zx 2) % 2) (2% 2)))
min{A(1 % (((x * 2) * z) % (x * 2))), A(1)} (c1)
Az * z) (c4).
Karena A(x * z) > min{A(z * (y * 2)), A(x xy)}, V x,y, z € S maka terbukti bahwa
A merupakan penyaringan terurut implikatif fuzzy. O

[IVANPN

IA

3. Penyaringan Terurut Absorbent Fuzzy dari Semigrup Implikatif

Dalam bagian ini akan dijelaskan penyaringan terurut absorbent fuzzy dari semigrup
implikatif.

Definisi 3.1. [8] Misalkan S adalah semigrup implikatif. Himpunan A pada S
dikatakan penyaringan terurut absorbent fuzzy dari S jika memenuhi (c1) dan

(c5) A(((zxy) *y) xx) > min{A(z x (yxx)), A(2)}, V z,y,2 € S.

Teorema 3.2. [8] Setiap penyaringan terurut absorbent fuzzy adalah penyaringan
terurut fuzzy.

Bukti. Misal A adalah penyaringan terurut absorbent fuzzy dari S dan x,y, z € S,
maka berlaku (c1) dan (c5). Akan dibuktikan bahwa A adalah penyaringan terurut
fuzzy yaitu dengan menunjukkan A(z) > min{A(z xx), A(z)}, V z,z € S.

Pilih y = 1 maka dari (c¢5) diperoleh

(
(
(
(

Lemma 2.5)

Proposisi 1.3(5))
Proposisi 1.3(1))
Proposisi 1.2(1))
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A(((zxy) xy)xx) > min{A(z* (y*z)), A(2)}
A(((x 1)« 1)xz) > min{A(z*(1xx)),A(2)}
A(((x 1)« 1)*xz) > min{A(z x(x)), A(z)} (Proposisi 1.2 (1))
A(((1) 1) xx) > min{A(z * (z)), A(2)} (Proposisi 1.2 (6))
A((1*1) *x) > min{A(z*z), A(2)}
A((1) x x) > min{A(z*xx), A(2)} (Proposisi 1.2 (1))
A(z) > min{A(z *xx), A(2)}
Karena A(z) > min{A(zxz), A(z)},V 2,z € S, maka A adalah penyaringan terurut
fuzzy. O

Teorema berikut ini adalah teorema utama dalam tulisan ini, yang menjelaskan
tentang syarat perlu dan syarat cukup suatu himpunan merupakan penyaringan
terurut absorbent fuzzy dari semigrup implikatif.

Teorema 3.3. [8] Misal A suatu penyaringan terurut fuzzy dari S. Maka yang
berikut ekuivalen

(1) A adalah suatu penyaringan terurut absorbent fuzzy dari S.
(2) Alyxx) < A(((z xy) xy) xx)), V z,y € 5.

Bukti. (=) Asumsikan bahwa (1) adalah benar, sehingga berlaku A(((z *y) * y) *
x) > min{A(z % (y xx)), A(2)} V z,y,z € S, maka akan ditunjukkan (2).
Perhatikan bahwa :

Pilih z = 1 maka dari (c5) diperoleh

A(((wry)ry)xx) = min{A(1*(y+x)), A1)}
A(((xxy)*xy)xx) > min{A(yxx), A1)} (Proposisi 1.2.8 (1))
Alxxy)xy)xxz) > Aly*z)

Jadi A(y*z) > A(z xy) xy)xx)Vz,y €S.

(<) Asumsikan bahwa (2) adalah benar, maka akan ditunjukkan (1) yaitu A(z
y)xy)xx) > min{A(z * (y*xx)),A(z)} Vx,y,z € S.

Perhatikan bahwa :

Ay * ) Az xy) xy) xx)
min{ A(y * z), A(1)} Az xy) xy) xx)
min{A(1 * (y x x)), A(1)} A(z *y) xy) * )

min{A(1 % (y *xx)), A(1)}
min{A(z * (y x x)), A(z)}
min{A(z * (y x x)), A(z)}

Yy
Yy
Y)

IV IV IV IAIA A

Jadi A adalah penyaringan terurut absorbent fuzzy dari S jika dan hanya jika A(yx*
z) < A(((x*xy) *xy)*x) , VY x,y €S, maka Teorema 3.3 terbukti. |
Lema 3.4. [14] Misalkan A adalah penyaringan terurut fuzzy dari S. Himpunan A
adalah penyaringan terurut implikatif positif fuzzy dari S jika dan hanya jika

A(z) > A((z x y) xx),Vz,y € S. (3.1)
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Lema 3.5. [14] Misalkan A adalah suatu penyaringan terurut fuzzy dari S. Setiap
penyaringan terurut implikatif fuzzy A dari S memenuhi

Alxxy) > Az * (z*y)),Vz,y € S. (3.2)

Teorema 3.6. [8] Misalkan A suatu himpunan semigrup implikatif komutatif fuzzy
dari S. Maka A suatu penyaringan terurut implikatif positif fuzzy dari S jika dan
hanya jika

(1) A adalah suatu penyaringan terurut implikatif fuzzy dari S.
(2) A adalah suatu penyaringan terurut absorbent fuzzy dari S.

Bukti. (=) Misalkan A adalah suatu penyaringan terurut implikatif positif
fuzzy dari S. Maka A adalah suatu penyaringan terurut implikatif fuzzy dari S
berdasarkan Teorema 2.6. Akan dibuktikan bahwa A adalah suatu penyaringan
terurut absorbent fuzzy dari S yaitu dengan menunjukkan (c1) dan (c5).
Perhatikan bahwa :

Va,yeS

T
T *xy

((xxy)*xy)xx (Proposisi 1.2(4)).
(((x*y)xy)*x)*y (Proposisi 1.2(5)).

Misalkan ((x * y) * y) * 2 = b, maka

=
=

(bxy)xb = (((zxy)*xy)xz)*y)« (((x*y) xy) * z)
= (xxy)x (((z*y)xy)*x) (Proposisi 1.2(5)).
= ((z*xy)*y)((zxy)*x) (Proposisi 1.3(1)).
= yx*zx (Proposisi 1.3(4)).
(bxy)xb = yxz

Karena A adalah suatu ketetapan urutan maka
A((bxy)xb) > Ay xx)
Berdasarkan Lema 3.4 maka

A(b)
A(((z xy) *y) * x)

A((bxy)*b)
A((bxy)*b)
Ay x x)

VIV IV

Karena A(y * x) < A(((x xy) xy) *z), V 2,y € S dan berdasarkan Teorema 3.3
maka A adalah suatu penyaringan terurut absorbent fuzzy dari S.

(<) Asumsikan A adalah suatu penyaringan terurut implikatif fuzzy dan pen-
yaringan terurut absorbent fuzzy dari S. Akan dibuktikan A adalah suatu pen-
yaringan terurut implikatif positif fuzzy dari S yaitu dengan menunjukkan A(z) >
A((zxy) *xx), VYV z,y € S.

Perhatikan bahwa Vz,y € S berlaku

x < (zxy)*z (Proposisi 1.3(2))
(xxy)xx < (zxy)*((xxy)xy) (Proposisi 1.2(5)).
Al xy)xx) < A((zxy) * ((zxy) xy))-
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Berdasarkan (3.2) maka

A((zxy) xy) = Al(z *y) * ((z x y) xy))
Az xy) xy) = A((z x y) * x) (3.3)
Karena
T kY =y (Proposisi 2.2.8 (4)).
(zxy)*xx =X yx*zx (Proposisi 1.2(5)).
Alyxz) = Al(@xy)*z)
Berdasarkan Teorema 3.3(2) maka
A((zxy)*xy)xz > Ay * x)
A((z*y) *xy) x> A((z *y) * (3.4)
Berdasarkan (3.3) dan (3.4) maka
min{A((z xy) *y), A(((z x y) x y) x 2)} = A((z xy) * x) (3.5)

Selanjutnya berdasarkan (c2) diperoleh
Az) > minA(ysz), A(y)
Misalkan y = ((z * y) * y), maka
A(z) Z min{A(((z xy) *y) x ), A((z * y) * y)} (3.6)
Dari (3.5) dan (3.6) diperoleh
Alz) = Al(w*y)*=)

Karena A(x) > A((z *y) * x), ¥V z,y € S dan berdasarkan Lemma 3.4 maka A
adalah suatu penyaringan terurut implikatif positif fuzzy dari S. O

Teorema 3.7. [8] (Perluasan Sifat) Misalkan A dan B adalah suatu penyaringan
terurut fuzzy dari suatu semigrup implikatif komutatif S sedemikian sehingga
A(1) = B(1) dan A(z) C B(z), yang artinya A(x) < B(x) . Jika A adalah su-
atu penyaringan terurut absorbent fuzzy dari S, maka B juga suatu penyaringan
terurut absorbent fuzzy dari S.

Bukti. Asumsikan bahwa A adalah suatu penyaringan terurut absorbent fuzzy dari
S. Akan ditunjukkan bahwa B adalah penyaringan terurut absorbent fuzzy dari S.

Karena A adalah suatu penyaringan terurut absorbent fuzzy dari S, maka
berlaku A(((x * y) *y) * ) > min{A(z * (y xx)), A(2)}, V x,y,z € S.

Misalkan « = (y * ) * z maka

A(((((y ) x z) xy) xy) * ((y * ) x x)) = min{A(z  (y = ((y * ) * ), A(2)}

Pilih z = 1, maka diperoleh
A(((((y* @)+ ) xy) wy) « ((y +x) * x)) = min{ A(L = (y + ((y * 2) * 2))), A(1)}
A((((yxz)*2)*xy) *xy) * ((y*xx) *xx)) > min{A(y * ((y * z) * z)), A(1) }( Proposisi 1.2(1))
A(((((y x ) * @) wy) =« y) * ((y x z) xx)) = Ay * ((y * ) * 7))



Penyaringan Terurut Absorbent Fuzzy dari Semigrup Implikatif 47

Berdasarkan asumsi bahwa A C B maka A(x) < B(x).
Perhatikan bahwa

B((((y ) ) xy) xy) * ((y * ) * x)) A(((((y* ) x ) xy) * y) * ((y x ) x )
Ay ((y xx) x x))

A((y* ) * (y* z))

A1)

v Iv

Karena berdasarkan asumsi bahwa A(1) = B(1), maka

B(((((y *x) x ) x y) xy) = ((y x x) * x)) = B(1) (3.7)
Perhatikan bahwa V z,y € S berlaku

A

x =< (yxx)*w (Proposisi 1.2(4))
= ((y*xz)*xz)*y (Proposisi 1.2(5))

(zxy)*y = (((y*xz)*z)*y)*y (Proposisi 1.2(5))
((xxy)xy)xx = ((((y*xz)*xxz)*y)*y)*xx (Proposisi 1.2(5))

Karena B adalah suatu penyaringan terurut fuzzy dari S, maka
B((zxy) xy) x> B((((y ¥ 2) ¥ x) x y) xy) x x

Berdasarkan (c2) yaitu B(y) > min B(z x y), B(z)
Misalkan z =y x dan y = (((((y * ) * x) * y) * y) * ), maka

xTr*y

B((((y * ) x @) xy) xy) x & = min B(y * ) * (((y * 2) * ) * y) *y) = x), B(y * )
=min B(((((y * z) * ) xy) x y) * ((y * 2) * x)), B(y * x)
(Proposisil.3(1))
> min{B(1), B(y * x) }( persamaan 3.7)
= B(y x x). |
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