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Abstrak. Misalkan terdapat graf G = (V,E). Untuk suatu titik v ∈ V (G) dan su-

atu subhimpunan sebarang S dari V (G), jarak antara v dan S didefinisikan sebagai
d(v, S) = min{d(v, x)|x ∈ S}. Misalkan Π = {S1, S2, · · · , Sk} adalah partisi-k dari

V (G). Representasi dari v terhadap Π adalah vektor-k yang dilambangkan dengan
r(v|Π) = (d(v, S1), d(v, S2), · · · , d(v, Sk)). Partisi Π adalah partisi penyelesaian untuk

G jika untuk setiap u, v di V (G), berlaku r(u|Π) 6= r(v|Π). Nilai minimum k yang ada

untuk partisi-k penyelesaian dari V (G) dinamakan dimensi partisi dari G, yang dil-
ambangkan dengan pd(G). Partisi Π = {S1, S2, · · · , Sk} adalah partisi-k penyelesaian

bintang untuk G jika partisi dari V (G) dan masing-masing subgraf dari G yang men-

gandung Si, untuk 1 ≤ i ≤ k adalah bintang. Minimum k yang mengandung partisi-k
penyelesaian bintang dari V (G) dinamakan dimensi partisi bintang dari G yang dilam-

bangkan spd(G). Pada makalah ini akan dikaji kembali makalah [3] yang membahas

tentang keberadaan graf dengan dimensi partisi bintang yang diberikan.

Kata Kunci : Partisi Penyelesaian, Dimensi Partisi, Dimensi Partisi Bintang, Graf Bin-

tang

1. Pendahuluan

Misalkan terdapat graf terhubung G = (V,E). Misalkan terdapat dua titik u dan

v di G. Jarak dari u ke v adalah panjang lintasan terpendek antara u dan v pada

G yang dinotasikan dengan d(u, v). Misalkan Π = {S1, S2, · · · , Sk} adalah partisi-k

dari V (G). Maka representasi dari v terhadap Π adalah vektor-k yang dilambangkan

dengan

r(v|Π) = (d(v, S1), d(v, S2), · · · , d(v, Sk)).

Partisi Π adalah suatu partisi penyelesaian (resolving partition) untuk G apabila

k-vektor r(v|Π) berbeda untuk setiap v ∈ V (G). Nilai minimum k sedemikian se-

hingga terdapat partisi k penyelesaian dari V (G) dinamakan dimensi partisi dari G,

dilambangkan dengan pd(G). Partisi Π = {S1, S2, · · · , Sk} dikatakan suatu partisi-k

penyelesaian bintang untuk G jika partisi penyelesaian dari V (G) dan setiap subgraf

yang diinduksi oleh Si, 1 ≤ i ≤ k adalah graf bintang. Graf bintang K1,n didefin-

isikan sebagai graf dengan satu titik berderajat n dan n buah titik berderajat 1.
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2. Keberadaan Graf dengan Dimensi Partisi Bintang yang

Diberikan

Notasi σ(G) menyatakan jumlah dari derajat ujung dari titik-titik utama graf G,

σb(G) merupakan jumlah derajat ujung dari cabang titik-titik utama G, ex(G)

adalah banyak titik-titik mayor eksterior dari G dan exb(G) adalah banyak cabang

titik-titik mayor eksterior dari graf G.

Minimum kardinalitas dari partisi bintang induksi dari grafG disebut banyaknya

bintang terinduksi dari G dan dilambangkan sp(G). Graf Pn adalah graf lintasan

dengan panjang n, yang berawal dari titik v1 dan berakhir di titik vn. Derajat

ujung dari titik mayor v dilambangkan terT (v), dan ter(v) adalah banyaknya titik-

titik ujung dari v. Qij adalah sub lintasan dari Pn. Selanjutnya, sp(T1···1︸ ︷︷ ︸) adalah

banyaknya bintang terinduksi dari T , dimana 1 · · · 1 sebanyak p buah.

Teorema 2.1. [3] Untuk n ≥1, diperoleh

sp(Pn) = spd(Pn) = dn
3
e.

Bukti. Karena bintang-terinduksi dari lintasan bisa mempunyai paling banyak tiga

titik, maka teorema tersebut berlaku.

Teorema 2.2. [3] Untuk suatu graf pohon T yang tidak isomorfik dengan lintasan

maka

spd(T ) = σb(T )− exb + sp(T1···1︸ ︷︷ ︸).
Pada Teorema 2.3 berikut akan ditunjukkan bahwa selalu terdapat suatu graf

terhubung dengan dimensi partisi bintang yang diberikan.

Teorema 2.3. [3] Untuk sebarang dua bilangan bulat a dan b sedemikian sehingga

3 ≤ a ≤ b terdapat sebuah graf terhubung G sedemikian sehingga pd(G) = a dan

spd(G) = b.

Bukti. Kasus 1. a < b.

Misalkan n = 3(b−a)+2 dan G adalah graf yang diperoleh dari lintasan Pn dengan

menambahkan sebanyak a titik ujung x1, · · · , xa ke salah satu dari dua titik ujung

dari lintasan tersebut, yang dilambangkan dengan y. Misalkan z adalah titik dari

lintasan awal Pn yang bertetangga dengan y.

Gambar 1. Graf G, titik z bertetangga dengan titik y
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Titik-titik x1, · · · , xa mempunyai jarak yang sama ke sebarang titik lain dari

graf G, oleh karena itu titik-titik x1, · · · , xa mempunyai kelas yang berbeda pada

partisi penyelesaian dari graf G. Diperoleh bahwa pd(G) ≥ a.

Selanjutnya, diperoleh bahwa partisi dengan kelas

{x1, y, z}, {x2} ∪ V (Pn \ {y, z}), {xi}, 3 ≤ i ≤ a

adalah partisi penyelesaian, oleh karena itu pd(G) = a.

Misalkan partisi Π adalah himpunan kelas Si, untuk 1 ≤ i ≤ a, yaitu Π =

{S1, S2, · · · , Sa}, dengan

S1 = {x1, y, z},
S2 = {x2} ∪ V (Pn − {y, z}) = {x2, u1, u2, · · · , un−2},
S3 = {x3}

...

Sa = {xa}.

Representasi semua titik di graf G terhadap Π adalah

r(u1|Π) = (n− 2, 1, · · · , n),

r(u2|Π) = (n− 3, 0, · · · , n− 1),

...

r(z|Π) = (0, 2, · · · , 2)

r(y|Π) = (1, 1, · · · , 1).

Dapat dilihat bahwa representasi setiap titik di graf G berbeda satu sama lain.

Dari Teorema 2.1 dan Teorema 2.2 diperoleh bahwa y adalah satu-satunya titik

mayor eksterior di graf G dan ter(y) = a+ 1, diperoleh

spd(G) = σb(T )− exb + sp(T1···1︸ ︷︷ ︸)
= a+ 1− 1 + sp(Pn−3 ∪ yx1),

= a+ sp(P3(b−a))

= a+ b− a = b.

Kasus 2. a = b.

Misalkan graf G adalah bintang Sa.

Titik-titik x1, · · · , xa mempunyai jarak yang sama ke sebarang titik lain dari graf

G yaitu titik y, oleh karena itu titik-titik x1, · · · , xa berada di kelas yang berbeda.

Misalkan Π adalah himpunan kelas {S1, S2, · · · , Sa}, dengan

S1 = {x1, y},
S2 = {x2},

...

Sa = {xa}.

Akan ditunjukkan bahwa representasi setiap titik berbeda.
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Gambar 2. Graf G

Representasi semua titik terhadap Π adalah

r(x1|Π) = (0, 2, · · · , 2),

r(x2|Π) = (2, 0, · · · , 2),

...

r(xa|Π) = (2, 2, · · · , 0).

Dapat dilihat bahwa representasi setiap titik berbeda, sehingga Π merupakan

himpunan penyelesaian, dan pd(G) = a.

Dari Teorema 2.1 dan Teorema 2.2. σb(G) merupakan banyaknya sisi yang

bersisian dengan titik y dan exb(G) adalah banyaknya sisi yang bersesuaian dengan

y setelah menghapus semua titik x2, · · · , xa. Diperoleh

spd(G) = σb(T )− exb + sp(T1···1︸ ︷︷ ︸) = a− 1 + sp(yx1) = a− 1 + 1 = a.

Sehingga diperoleh,

pd(G) = spd(G) = a.

3. Kesimpulan

Misal diberikan bilangan bulat positif a dan b sedemikian sehingga 3 ≤ a ≤ b.

Dalam makalah ini telah dikaji kembali bahwa terdapat graf terhubung G dengan

pd(G) = a dan spd(G) = b, untuk a < b dan pd(G) = spd(G) = a, untuk a = b,

seperti yang telah dipaparkan dalam [3].
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