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Abstrak. Misalkan terdapat suatu graf terhubung G = (V, E). Bilangan kromatik lokasi
dari G adalah minimum dari banyaknya warna yang digunakan pada pewarnaan lokasi
dari graf G. Kelas warna pada graf terhubung G dan II = {S1, 52, , Sk} merupakan
partisi terurut dari V(G) berdasarkan suatu pewarnaan titik. Kode warna c(v) dari
suatu titik v € V(G) didefinisikan sebagai vektor—k :

cn(v) = (d(v, S1),d(v, S2),- -+ ,d(v, Sk)),

dimana d(v, S;) = min{d(v, z|z € S;)} untuk 1 < ¢ < k. Jika setiap titik yang berbeda di
G memiliki kode warna yang berbeda untuk suatu II, maka ¢ disebut pewarnaan lokasi
dari G. Pada makalah ini akan dikaji kembali tentang penentuan bilangan kromatik
lokasi dari graf P, o K, dengan n > 1 dan m > 2, seperti yang telah dipaparkan dalam

2.
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1. Pendahuluan

Suatu pewarnaan titik dengan k warna pada graf G adalah suatu pemetaanc: V —
{1,2,--- ,k} sehingga c(u) # c¢(v) jika u dan v bertetangga. Jika banyaknya warna
yvang digunakan sebanyak k£ maka G dikatakan mempunyai k pewarnaan. Bilangan
kromatik dari G adalah bilangan asli terkecil k£ sedemikian sehingga, jika titik-titik
di G diwarnai dengan k warna maka tidak ada titik yang bertetangga mempunyai
warna yang sama. Bilangan kromatik dari G dinotasikan dengan x(G). Misalkan
X(G) = k, ini berarti titik-titik di G paling kurang diwarnai dengan k warna dan
tidak dapat diwarnai dengan k — 1 warna.

Kelas warna pada G dinotasikan dengan S;, merupakan himpunan titik-titik
yang berwarna i dan 1 <4 < k. Misalkan II = {57, Ss,- - , Sk} merupakan partisi
terurut dari V(G) berdasarkan suatu pewarnaan titik, maka representasi v terhadap
IT disebut kode warna dari v dinotasikan dengan cry(v). Kode warna cr(v) dari suatu
titik v € V(G) didefinisikan sebagai vektor —k :

ern(v) = (d(v, S1),d(v,S2), -+ ,d(v,Sk)),

dimana d(v,S;) = min{d(v,z|z € S;)} untuk 1 < i < k. Jika setiap titik yang
berbeda di G memiliki kode warna yang berbeda untuk suatu II, maka ¢ disebut
pewarnaan lokasi dari G. Minimum dari banyaknya warna yang digunakan pada

90



Bilangan Kromatik Lokasi Pp o K, 91

pewarnaan lokasi dari graf G disebut bilangan kromatik lokasi, dinotasikan sebagai
xc(G).

Pada Lema 1.1 berikut diberikan syarat untuk pewarnaan lokasi terhadap suatu
graf terhubung G.

Lema 1.1. [2] Misalkan terdapat graf terhubung tak trivial G. Misalkan terdapat
dua titik uw,v € V(G), dan ¢ adalah pewarnaan lokasi untuk G. Jika d(u,w) =
d(v,w) untuk semua w € V(G) \ {u,v}, maka v dan v haruslah diwarnai berbeda.

Bukti. Misalkan ¢ adalah suatu pewarnaan lokasi pada graf terhubung G dan mis-
alkan II = {5, S2,--, Sk} adalah partisi dari titik-titik G kedalam k buah kelas
warna. Andaikan c(u) = ¢(v) sedemikian sehingga titik v dan v berada dalam kelas
warna yang sama, misalkan di kelas S;. Akibatnya d(u, S;) = d(v, S;) = 0. Karena
d(u,w) = d(v,w) untuk setiap w € V(G) \ {u, v}, maka d(u,S;) = d(v, S;) untuk
j # 14,1 < j < k. Akibatnya c(u) = en(v) sehingga ¢ bukan pewarnaan lokasi.
Kontradiksi. Maka haruslah c¢(u) # ¢(v). m|

Misalkan terdapat graf lintasan P, dengan V(P,) = {x1,z2, - ,z,}; dan graf
lengkap K, dengan V(K,,) = {ai,as, - ,ay}. Misalkan terdapat sebanyak n
duplikat graf lengkap K,,, notasikan dengan K,,,, untuk ¢ =1,2,--- ;n. Graf P, o
K,, adalah graf yang diperoleh dari P,, dan n duplikat graf lengkap K,,, dengan cara
menghubungkan titik x; di P, ke m buah titik di graf K,,,, untuk ¢ =1,2,--- ,n.

2. Bilangan Kromatik Lokasi P,, o K,

Pada bagian ini akan dipaparkan kembali penentuan bilangan kromatik lokasi dari
graf P, o K, untuk n > 1 dan m > 2, sebagaimana telah dikaji dalam [2].

Teorema 2.1. [2] Bilangan kromatik lokasi dari P, o K,,, dengann > 1 danm > 2
sebagai berikut.

m+1, jikan=1,
XL(Pn oK) =< m+2, jika2<n<2(m+2), (2.1)
m+ 3, jikan>2(m+2)+ 1.

Bukti. Setiap dua titik yang ada di K, harus dalam kelas warna yang berbeda.

Selanjutnya karena x; bertetangga dengan semua titik dari K,,,, maka x; haruslah

berada dalam kelas warna yang berbeda dengan semua kelas warna di V(K,,,).
Pembuktian diberikan dalam tiga kasus.

Kasus 1. n = 1.

Akan ditunjukkan bahwa untuk n = 1, bilangan kromatik lokasi dari graf P, o K,

adalah

XxL(P1o Ky)=m+ 1.

Tuliskan V(P1) = {z1}, V(K,») = {a1,a2, - ,an} dan E(K,,) = {a;q;]i =
1,1 < j < m}. Karena P; hanya terdiri dari satu titik, maka duplikat K, hanya
sebanyak satu buah. Selanjutnya V(P o K,,) = {z1,a1, - ,am} dan E(PioK,,) =
{z10;]1 <i<m}U{aajli=1,1 <j <m}.
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Sesuai definisi, maka diperoleh bahwa P; o K, ~ K,,,+1. Karena K,,;1 adalah
graf lengkap dengan m + 1 titik, maka setiap dua titik di K, 1 bertetangga. Sesuai
dengan definisi pewarnaan bahwa setiap dua titik bertetangga memiliki warna yang
berbeda, maka untuk mewarnai m + 1 titik di K,,+; dibutuhkan sebanyak m + 1
warna, sehingga diperoleh bahwa

XL(Pno Kn) = xL(Km+1) =m+ 1, untuk m > 1.

Kasus 2. 2 <n <2(m+2).
Akan dibuktikan bahwa untuk 2 < n < 2(m+2), bilangan kromatik lokasi dari graf
P, o K, adalah (P, o K,;,) = m + 2. Perhatikan bahwa:

V(Pn):{fl'l,xQ,"‘ 7xn}
V(Kml) = {ai17ai27 e aa/im|]~ S 1 S TL}
= {a;j]1 <i<n,1 <j<m},

Definisikan A, = {z;} U {V(K,,,)}, atau himpunan yang berisi gabungan titik z;
dengan titik-titik yang ada di K,,,, untuk ¢ =1,2,--- ,n.
Fakta 1.
Tidak ada dua bilangan bulat ¢ dan j sehingga c(A;) = ¢(4;), c(z;) # c(z;). Hal
ini benar, karena jika j = ¢ + 1 dan ¢ = 1 maka x; dan a;, untuk suatu k, akan
memiliki kode warna yang sama. Jika j =i+ 1 dan ¢ # 1 maka salah satu titik (z;
dan a;;) atau (a;; dan aj;), akan memiliki kode warna yang sama untuk suatu k, [.
Untuk membedakan titik z; dengan titik dari K, diperoleh z; 1 € S, atau
Ziy1 € Sm. Dengan cara yang sama, akan diperoleh x;_; € Sy, atau ;41 € Sp.
Oleh karena itu, terdapat dua titik a;, dan a;; dengan kode warna yang sama untuk
suatu k, [.

Fakta 2.
Tidak ada bilangan bulat ¢, j dan k sehingga c¢(A4;) = c¢(4;) = c¢(Ay) dan c(z;) =
c(z;) = c(xy). Tanpa menghilangkan keumuman, misalkan ¢(4;) = [1,m + 1] dan

c(x;) =muntuk i < j < k, maka j >i+2dan k > j+2. Jadi, d(x;, S;,) = 1 atau 2.
Ini menunjukkan bahwa kode warna dua titik yang berada dalam {x;,z;, zx} akan
sama.

Dari dua fakta ini, dapat disimpulkan bahwa terdapat pewarnaan dengan (m+2)
warna di G, atau dituliskan (m + 2)—pewarnaan ¢ di G. Jika ¢(4;) = ¢(4;), untuk
i < j, maka c(x;) = c(z;) dan tidak dapat diperoleh tiga A; dengan c(A;) yang
sama. Oleh karena itu, sebuah (m + 2)—pewarnaan ¢ hanya ada di G jika n <
2(m+ 2).
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Berikut adalah warna yang diberikan untuk semua titik di P,, o K,,.

i, jika1<i<m+1,
1, jika i = m + 2,
m+ 2, jika i =m 43 ataui =m + [F] + 4,
clx;)) =< 34+2(i—m—4), jika m genap,m +4 <i <m+ [F]+3,
242(i—m —[5]—-5), jikam genap,m + [F]+5<i<n,
242(i—m—4), jika m ganjil,m +4 <i <m+ [2]+3,
34200 —m—[Z]—5), jikam ganjil,m+ [] +5<i<n.

[1,m+2] —{1,m+2}, jikai=m+3ataui=m+[F]+4,
[1,m + 2] — {c(z;), c(x;) + 1}, selainnya.

V(16 = {

Sekarang akan ditunjukkan bahwa ¢ adalah pewarnaan lokasi di G ~ P, o K,,,
untuk 2 < n < 2(m + 2). Misalkan v dan v adalah dua titik di G yang berada di
kelas warna yang sama. Terdapat tiga kasus berikut.
Kasus 2.1 Jika u = z; dan v = x; untuk suatu 4, j maka akan diperoleh kode
warna yang berbeda.
Kasus 2.2 Jika u = x; dan v = a;i, untuk suatu 4, j, k maka 1 = d(u, Sy) < d(v, St)
dimana t = ¢(j) + 1( mod m + 2).
Kasus 2.3 Jika v = a;, dan v = aj;, untuk suatu 4, j, k,l maka d(u, S;) # d(v, S¢)
dimana t = ¢(j) + 1( mod m + 2).

Oleh karena itu ¢ adalah pewarnaan lokasi di G.
Kasus 3. n > 2(m+2)+ 1.
Akan ditunjukkan bahwa untuk n > 2(m+2)+1, bilangan kromatik lokasi dari graf
P, o K,, adalah x1(P, o K,,) = m + 3. Untuk menampilkan batas atas, definisikan
pewarnaan ¢ : V(P, o K,,) — [1,m + 3] sehingga:

m+3, jikai=1,
clz;) =< 2, jika i genap,
3, jika i ganjil,i # 1
1, m], jika i = 1,

c(V(Km,;)) = { [1,m+ 2] — {2,3}, jika selainnya.

Untuk menunjukkan bahwa ¢ adalah pewarnaan lokasi di G, cukup dilihat kasus
titik u, v seperti d(u,z1) = d(v, z1). Ini berarti bahwa u = a;; dan v = ;41 untuk
suatu ¢, k. Jika ¢ > 1 maka u dan v harus dalam kelas warna yang berbeda di c. Jika
i =1 maka d(u, Sm+1) # d(v, Spy1). Oleh karena itu ¢ adalah pewarnaan lokasi di
G. O

3. Kesimpulan

Bilangan kromatik lokasi dari graf hasil korona antara graf lintasan P, dan K,,,
yaitu P, o K, dengan n > 1 dan m > 2 adalah sebagai berikut.

m+1, jikan=1,
XL(ProKy) =< m+2, jika2<n<2(m+2),
m+3, jikan > 2(m +2) + 1.
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