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Abstract. Let {Xn} be a sequence of random variable defined on a probability space

(Ω,F, P ). In this paper, we studied about the relationship between the convergence al-
most surely, convergence in probability, and convergence in distribution. If the sequence

of random variable convergence almost surely to a random variable X then {Xn} con-

vergence in probability to X. If the sequence of random variable {Xn} convergence in
probability to a random variable X then {Xn} convergence in distribution to X.

Kata Kunci : Convergence almost surely, convergence in probability, convergence in dis-

tribution.

1. Pendahuluan

Teori peluang sudah dikenal matematikawan sejak abad ke-17. Pada tahun 1709

Jaques (Jacob) Bernoulli menulis buku Ars Conjectandi, dimana salah satu isinya

adalah tentang teori peluang. Teori peluang terkait dengan cara menentukan hubun-

gan antara sejumlah kejadian khusus dengan jumlah kejadian sebarang. Kajian

mengenai teori peluang adalah suatu kajian dalam matematika yang memungkinkan

kita untuk menyediakan suatu dasar bagi pembentukan model yang terkait dengan

fenomena-fenomena yang mengandung unsur ketidakpastian. Seseorang tidaklah

mungkin untuk memahami statistika secara sempurna tanpa memahami apa arti

peluang itu sendiri. Oleh karena itu, dapat dikatakan bahwa teori peluang adalah

fondasi dari statistika.

Dalam teori peluang terdapat berbagai jenis kekonvergenan, diantaranya kon-

vergen hampir pasti (convergence almost surely), konvergen dalam peluang, dan

konvergen dalam sebaran. Menurut [1], barisan peubah acak {Xn} dikatakan kon-

vergen hampir pasti ke suatu peubah acak X jika untuk setiap ε > 0 berlaku

P ( lim
n→∞

|Xn −X| < ε) = 1.

Dengan kata lain, konvergen hampir pasti adalah konvergen dengan peluang satu.

Selanjutnya barisan peubah acak {Xn} dikatakan konvergen dalam peluang ke suatu

peubah acak X jika untuk setiap ε > 0 berlaku

lim
n→∞

P (|Xn −X| ≥ ε) = 0,
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sedangkan barisan peubah acak {Xn} dikatakan konvergen dalam sebaran ke suatu

peubah acak X jika untuk n→∞ berlaku

lim
n→∞

P (Xn ≤ x) = P (X ≤ x)

untuk setiap x dengan fungsi sebaran F (x) = P (X ≤ x) kontinu dari kanan [2].

Dalam berbagai referensi mengenai teori peluang disebutkan adanya hubungan

antara kekonvergenan yang satu dengan kekonvergenan yang lain. Kajian mengenai

hubungan antara beberapa jenis kekonvergenan dari peubah acak dalam teori pelu-

ang sangat menarik untuk dikaji karena keterpakaiannya dalam membantu pem-

buktian teorema-teorema tertentu. Dalam tulisan ini akan dikaji tentang hubungan

antara konvergen hampir pasti, konvergen dalam peluang, dan konvergen dalam

sebaran.

2. Hubungan Antara Konvergen Hampir Pasti, Konvergen Dalam

Peluang, dan Konvergen Dalam Sebaran

Beikut diberikan definisi secara formal untukk kekonvergenan hampir pasti, kekon-

vergenan dalam peluang, serta kekonvergenan dalam sebaran.

Definisi 2.1. [1] Misalkan {Xn} adalah barisan peubah acak yang didefinisikan

pada suatu ruang peluang (Ω,F, P ). Suatu barisan peubah acak {Xn} dikatakan

konvergen hampir pasti ke peubah acak X, jika untuk setiap ε > 0 dan n → ∞
berlaku

P ( lim
n→∞

|Xn −X| < ε) = 1,

ditulis Xn →h.p X.

Definisi 2.2. [2] Misalkan {Xn} adalah barisan peubah acak yang didefinisikan

pada suatu ruang peluang (Ω,F, P ). Suatu barisan peubah acak {Xn} dikatakan

konvergen dalam peluang ke peubah acak X, jika untuk setiap ε > 0 dan n → ∞
berlaku

lim
n→∞

P (|Xn −X| ≥ ε) = 0,

ditulis Xn →p X.

Berdasarkan definisi diatas, akan dibentuk hubungan antar kekonvergenan

dalam teorema-teorema berikut.

Definisi 2.3. [2] Misalkan {Xn} adalah barisan peubah acak yang didefinisikan

pada suatu ruang peluang (Ω,F, P ). Suatu barisan peubah acak {Xn} dikatakan

konvergen dalam sebaran ke peubah acak X untuk n→∞ berlaku

lim
n→∞

P (Xn ≤ x) = P (X ≤ x)

untuk semua titik x dimana fungsi sebaran F (x) = P (X ≤ x) adalah suatu fungsi

yang kontinu dari kanan, ditulis Xn →s X.

Teorema 2.4. [2] Jika barisan peubah acak {Xn} konvergen dalam sebaran ke c

maka {Xn} konvergen dalam peluang ke c.
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Bukti. Misalkan peubah acak X menyebar secara degenerate ke nilai c. Dengan

demikian fungsi sebaran dari X dapat dituliskan sebagai

FX(x) =

{
0, x < 0;

1, x ≥ 0.

Misalkan pula {Xn} adalah suatu barisan peubah acak. Perhatikan bahwa

P (|Xn − c| > ε) = P [{Xn − c < −ε}
⋃
{Xn − c > ε}]

= P [Xn > c+ ε] + P [Xn < c− ε]
≤ 1− P [Xn ≤ c+ ε] + P [Xn ≤ c− ε].

Bila masing-masing ruas dilimitkan, maka untuk n→∞ akan diperoleh

lim
n→∞

P (|Xn − c| > ε) ≤ lim
n→∞

(1− P [Xn ≤ c+ ε] + P [Xn ≤ c− ε])

= lim
n→∞

(1− F (c+ ε) + F (c− ε)).

Karena FXn(x) konvergen ke FX(x) yang menyebar secara degenerate ke c, maka

lim
n→∞

P (|Xn −X| > ε) = 1− 1 + 0 = 0.

Dengan kata lain, {Xn} konvergen dalam peluang ke c.

Proposisi 2.5. [3] Barisan peubah acak {Xn} konvergen dalam peluang ke peubah

acak X jika dan hanya jika

limn→∞E[
|Xn −X|

1 + |Xn −X|
] = 0

Bukti. (⇒) Barisan peubah acak {Xn} konvergen dalam peluang ke peubah acak

X, maka untuk setiap ε > 0 berlaku limn→∞ P (|Xn −X| ≥ ε) = 0 < ε.

Perhatikan bahwa

E(
|Xn −X|

1 + |Xn −X|
) =

∫
[|Xn−X|≥ε]

|Xn −X|
1 + |Xn −X|

dP +

∫
[|Xn−X|<ε]

|Xn −X|
1 + |Xn −X|

dP

≤
∫
[|Xn−X|≥ε]

dP +

∫
[|Xn−X|<ε]

ε

1 + ε
dP

= P (|Xn −X| ≥ ε) +
ε

1 + ε
dP

≤ ε+
ε

1 + ε
(1− ε) < 2ε

untuk setiap ε > 0, maka

lim
n→∞

E

(
|Xn −X|

1 + |Xn −X|

)
= 0.

(⇐) Perhatikan bahwa untuk setiap ε > 0 berlaku :

P (|Xn−X| ≥ ε) ≤
1 + ε

ε

∫
[|Xn−X|≥ε]

|Xn −X|
1 + |Xn −X|

dP ≤ 1 + ε

ε
E

(
|Xn −X|

1 + |Xn −X|

)
.
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Untuk n→∞ berlaku

lim
n→∞

P (|Xn −X| ≥ ε) ≤ lim
n→∞

(
1 + ε

ε
E

(
|Xn −X|

1 + |Xn −X|

))
=

1 + ε

ε
lim

n→∞
E

(
|Xn −X|

1 + |Xn −X|

)
=

1 + ε

ε
.0

= 0.

Dengan kata lain barisan {Xn} konvergen dalam peluang ke peubah acak X.

Teorema 2.6. [3] Jika barisan peubah acak {Xn} konvergen hampir pasti ke peubah

acak X maka {Xn} konvergen dalam peluang ke X.

Bukti. Berdasarkan Lebesque Dominated Convergence Theorem dapat ditulis

bahwa

lim
n→∞

E

(
|Xn −X|

1 + |Xn −X|

)
= E

(
lim
n→∞

|Xn −X|
1 + |Xn −X|

)
= 0.

{Xn} konvergen hampir pasti ke X, hal ini berarti bahwa Xn −X → 0, sehingga

lim
n→∞

E

(
|Xn −X|

1 + |Xn −X|

)
= 0.

Berdasarkan Proposisi 2.5 diperoleh {Xn} konvergen dalam peluang ke X.

Teorema 2.7. [2] Jika barisan peubah acak {Xn} konvergen dalam peluang ke

peubah acak X maka konvergen dalam sebaran ke X.

Bukti. Misalkan FXn(x) = P (Xn ≤ x) dan FX(x) = P (X ≤ x) masing-masing

adalah fungsi sebaran dari Xn dan X. Akan ditunjukkan bahwa FXn
(x) → FX(x)

untuk setiap xεC(FX(x)) dimana C(FX(x)) adalah himpunan fungsi FX(x) yang

kontinu. Perhatikan bahwa untuk setiap ε > 0

FXn
(x) = P (Xn ≤ x)

= P (Xn ≤ x,X ≤ x+ ε) + P (Xn ≤ x,X > x+ ε)

≤ P (X ≤ x+ ε) + P (Xn −X ≤ x−X,x−X < −ε)
= P (X ≤ x+ ε) + P (Xn −X < −ε)
≤ P (X ≤ x+ ε) + P (Xn −X < −ε) + P (Xn −X > ε)

= P (X ≤ x+ ε) + P (|Xn −X| > ε)

= FX(x+ ε) + P (|Xn −X| > ε

sehingga

FXn
(x) ≤ FX(x+ ε) + P (|Xn −X| > ε).

Dengan cara yang sama diperoleh

FX(x− ε) ≤ FXn(x) + P (|Xn −X| > ε),
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sehingga

FX(x− ε)− P (|Xn −X| > ε) ≤ FXn
(x) ≤ FX(x+ ε) + P (|Xn −X| > ε).

Karena {Xn} konvergen dalam peluang ke X, maka untuk n→∞ diperoleh

FX(x− ε) ≤ limn→∞P (Xn ≤ X) ≤ FX(x+ ε).

Berdasarkan asumsi, fungsi sebaran FX(x) kontinu pada x, sehingga jika ε → 0

maka FX(x − ε) → FX(X) dan FX(x + ε) → FX(X). Untuk ε > 0 maka

limε→0 FX(x− ε) = FX(x) dan limε→0 FX(x+ ε) = FX(x).

Perhatikan bahwa

lim
ε→0

FX(x− ε) ≤ lim
ε→0

[limn→∞P (Xn ≤ x)] ≤ lim
ε→0

FX(x+ ε)

FX(x) ≤ limn→∞P (Xn ≤ x)] ≤ FX(x)

sehingga limn→∞ P (Xn ≤ x) = P (X ≤ x). Dengan kata lain,FXn
(x) → FX(x)

untuk xεC(FX(x)), artinya FXn konvergen dalam sebaran ke FX(x).

Teorema 2.6 menyatakan bahwa jika barisan peubah acak {Xn} konvergen ham-

pir pasti ke peubah acak X maka {Xn} konvergen dalam peluang ke X dan Teorema

2.7 menyatakan bahwa jika barisan peubah acak {Xn} konvergen dalam peluang

ke peubah acak X maka {Xn} konvergen dalam sebaran ke X. Dari kedua teorema

tersebut dapat dinyatakan bahwa jika barisan peubah acak {Xn} konvergen hampir

pasti ke peubah acak X maka {Xn} konvergen dalam sebaran ke X.

3. Ilustrasi Tentang Keterkaitan Antara Konvergen Hampir Pasti,

Konvergenan Dalam Peluang, dan Konvergen Dalam Sebaran

Misalkan X1, X2, ... suatu barisan peubah acak yang menyebar secara bebas dan

identik menurut sebaran normal dengan E(Xi) = µ = 0 dan V ar(Xi) = σ2 = 1.

Misalkan pula didefinisikan dua peubah acak yang baru yaitu X = 0 dan Xn =
1
n

∑n
i=1Xi. Maka Xn merupakan peubah acak normal dengan E(Xn) = 0 dan

V ar(Xn) = 1
n . Dapat dilihat bahwa untuk setiap ε > 0 berlaku

P ( lim
n→∞

|Xn −X| < ε) = P ( lim
n→∞

|Xn − 0| < ε) = 1,

artinya, Xn konvergen hampir pasti ke peubah acak X.

Dengan menggunakan ketaksamaan Chebyshev, selanjutnya akan dibuktikan Xn

konvergen dalam peluang ke peubah acak X. Perhatikan bahwa untuk setiap ε > 0,

P (|Xn −X| ≥ ε) = P (|Xn − 0| ≥ ε)

≤ V ar(Xn)

ε2

=
1

nε2
.

Sehingga diperoleh

P (|Xn −X| ≥ ε) = P (|Xn − 0| ≥ ε) ≤ 1

nε2

lim
n→∞

P (|Xn −X| ≥ ε) ≤ lim
n→∞

1

nε2
= 0.
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yang berarti bahwa Xn konvergen dalam peluang ke peubah acak X.

Selanjutnya akan diperlihatkan bahwa Xn konvergen dalam sebaran ke X,

karena Xi ∼ N(0, 1) maka Xn menyebar menurut sebaran normal dengan E(Xn) =

0 dan V ar(Xn) = 1
n sehingga fungsi kepekatan peluang dari Xn adalah

f(x) =
1

√
2π
√

1
n

e−
1
2 (x−0)

2n

=
1√

1
n

√
2π
e−

nx2

2 , untuk −∞ < x <∞

dan fungsi sebaran kumulatifnya adalah

FXn
(x) =

∫ x

−∞
f(x)dx

=

∫ x

−∞

1√
1
n

√
2π
e

−nw2

2 dw

Selanjutnya misalkan v =
√
nw sehingga dv =

√
ndw. Jika w → −∞ maka

v → −∞. Jika w = x maka v =
√
nx. Sehingga fungsi sebaran kumulatif dari Xn

dapat dituliskan kembali sebagai berikut.

FXn
(x) =

∫ √nx

−∞

1√
1
n

1√
2π
e−

v2

2
1√
n
dw

=

∫ √nx

−∞

1√
2π
e−

v2

2 .

Oleh karena itu sebaran pelimitan dari FXn
(x) adalah

lim
n→∞

FXn
(x) = lim

n→∞

∫ √nx

−∞

1√
2π
e−

v2

2 dv

Selanjutnya akan dicari nilai limit dari sebaran pelimitan diatas, yaitu

lim
n→∞

FXn
(x < 0) = lim

n→∞

∫ −∞
−∞

1√
2π
e−

v2

2 dv = 0, untuk x < 0

lim
n→∞

FXn
(0) = lim

n→∞

∫ 0

−∞

1√
2π
e−

v2

2 dv =
1

2
, untuk x = 0

lim
n→∞

FXn
(x > 0) = lim

n→∞

∫ ∞
−∞

1√
2π
e−

v2

2 dv = 1, untuk x > 0

Terlihat bahwa saat x = 0 merupakan nilai tengah dari sebaran dengan peluang

terjadi 1. Maka diperoleh

lim
n→∞

FXn
(x) = FX(x)

untuk setiap titik kontinu di FX(x), di mana peubah acak X selalu bernilai tunggal

yaitu pada x = 0 dengan sebaran

FX(x) =

{
0, x < 0;

1, x ≥ 0.
,

yang merupakan suatu fungsi sebaran degenerate.
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4. Kesimpulan

Misalkan {Xn} barisan peubah acak yang didefinisikan pada suatu ruang peluang

(Ω,F, P ). Jika barisan peubah acak {Xn} konvergen hampir pasti ke suatu peubah

acak X maka {Xn} konvergen dalam peluang ke X. Jika barisan peubah acak {Xn}
konvergen dalam peluang ke peubah acak X maka {Xn} konvergen dalam sebaran

ke X. Dengan demikian, jika barisan peubah acak {Xn} konvergen hampir pasti ke

peubah X maka {Xn} konvergen dalam sebaran ke X.
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