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Abstrak. Persamaan diferensial linier merupakan salah satu bentuk model matematika.
Untuk mencari solusi persamaan diferensial linier terdapat berbagai metode. Dalam

tugas akhir ini, metode yang dibahas untuk mencari solusi persamaan diferensial linier

koefisien konstan adalah metode fungsional pembagi beda.

Kata Kunci : Persamaan diferensial linier, koefisien konstan, fungsional pembagi beda

1. Pendahuluan

Persamaan diferensial adalah sebuah persamaan yang meliputi satu atau lebih

turunan-turunan dari fungsi yang tidak diketahui. Persamaan diferensial seringkali

muncul dalam model matematika yang menggambarkan keadaan kehidupan nyata.

Sebagai contoh, turunan-turunan dalam fisika muncul sebagai kecepatan dan per-

cepatan, dalam biologi sebagai laju pertambahan populasi.

Berdasarkan kelinierannya, terdapat persamaan diferensial linier dan persamaan

diferensial tak linier. Sedangkan berdasarkan koefisiennya, terdapat persamaan

diferensial koefisien konstan dan persamaan diferensial dengan koefisien variabel

(peubah). Oleh karena banyaknya jenis persamaan diferensial, terdapat banyak

metode tentang pencarian solusi persamaan diferensial, diantaranya metode vari-

asi parameter, metode tranformasi Laplace, metode persamaan karakteristik, dan

sebagainya.

Pada paper ini secara khusus akan dibahas mengenai persamaan diferensial

linier dengan koefisien konstan baik yang homogen maupun nonhomogen. Dalam

penulisan paper ini, akan dikaji kembali suatu metode yang baru dikembangkan

pada referensi [1] untuk menyelesaikan persamaan diferensial linier konstan, yaitu

metode fungsional pembagi beda.
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2. Tinjauan Pustaka

2.1. Solusi Persamaan Linier Koefisien Konstan

2.1.1. Metode Persamaan Karakteristik

Persamaan diferensial linier homogen orde-n dengan koefisien konstan berbentuk

any
(n) + an−1y

(n−1) + · · ·+ a1y
′
+ a0y = 0, (2.1)

dimana tiap-tiap koefisien ai merupakan konstanta dengan koefisien pertama an 6=
0.

Definisi 2.1. [2] Himpunan dari n penyelesaian yang bebas linier dari persamaan

diferensial an(x)y(n)+an−1(x)y(n−1)+ · · ·+a1(x)y
′
+a0(x)y = 0 yang didefisinikan

kontinu pada selang a ≤ x ≤ b disebut himpunan penyelesaian fundamental.

Definisi 2.2. [2] Misalkan f1, f2, · · · , fn, n buah fungsi sampai dengan turunan n-

1, kontinu pada selang a ≤ x ≤ b. Wronski dari f1, f2, · · · , fn yang dihitung pada x

dinyatakan oleh W (f1, f2, · · · , fn, x) didefinisikan sebagai determinan

W (f1, f2, · · · , fn, x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Teorema 2.3. [2] Fungsi-fungsi y1, y2, · · · , yn yang merupakan n buah penyelesaian

persamaan diferensial orde-n

any
(n) + an−1y

(n−1) + · · ·+ a1y
′
+ a0y = 0,

yang didefinisikan pada selang a ≤ x ≤ b, saling bebas linier jika dan hanya jika

W (y1, y2, · · · , yn;x) 6= 0 untuk setiap x dalam selang a ≤ x ≤ b.

Jika y = eλx, maka y
′

= λeλx, y
′′

= λ2eλx, · · · , yn = λneλx . Substitusi y = eλx

ke dalam persamaan (2.1) menghasilkan

anλ
neλx + an−1λ

n−1eλx + · · ·+ a1λe
λx + a0e

λx = 0

atau

eλx(anλ
n + an−1λ

n−1 + · · ·+ a1λ+ a0) = 0.

Fungsi eksponen tidak pernah bernilai nol. Jadi, satu-satunya cara agar y = eλx

dapat menjadi penyelesaian persamaan diferensial itu ialah bahwa λ merupakan

akar persamaan polinom

anλ
n + an−1λ

n−1 + · · ·+ a1λ+ a0 = 0. (2.2)

Jadi, dapat disimpulkan bahwa jika λ suatu akar persamaan (2.2), maka y = eλx

merupakan penyelesaian persamaan diferensial (2.1).

Definisi 2.4. [2] Polinom f(λ) = anλ
n+an−1λ

n−1+ · · ·+a1λ+a0 disebut polinom

karakteristik untuk persamaan (2.1) dan persamaan f(λ) = 0 disebut persamaan
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karakteristik untuk persamaan (2.1). Akar-akar persamaan karakteristik itu disebut

akar-akar karakteristik.

Akibat 2.5. [2] Perhatikan persamaan diferensial dengan koefisien riil

a2y
′′

+ a1y
′
+ a0y = 0, a2 6= 0. (2.3)

Andaikan bahwa λ1 dan λ2 adalah akar-akar persamaan karakteristik a2λ
2 + a1λ+

a0 = 0. Maka bentuk umum penyelesaian y(x) dari persamaan (2.3) digambarkan

oleh kasus berikut.

2.1.2. Metode Koefisien Tak Tentu

Metode koefisien tak tentu digunakan untuk menghitung suatu penyelesaian par-

tikular dari persamaan diferensial nonhomogen.

any
(n) + an−1y

(n−1) + · · ·+ a1y
′
+ a0y = f(x), (2.4)

dimana koefisien-koefisien a0, a1, · · · , an merupakan konstanta. Koefisien dari kom-

binasi linier ini adalah koefisien tak tentu yang harus ditentukan dengan mensub-

stitusikan penyelesaian partikular yang dimisalkan ke dalam persamaan diferensial

(2.4) dan menyamakan koefisien dari suku yang serupa.

2.1.3. Metode Variasi Parameter

Seperti metode koefisien tak tentu, metode variasi parameter digunakan untuk men-

cari penyelesaian khusus persamaan diferensial nonhomogen (2.4).

Teorema 2.6. [2] Jika y1, y2, · · · , yn membentuk himpunan penyelesaian funda-

mental untuk persamaan an(x)y(n) + an−1(x)y(n−1) + · · · + a1(x)y
′

+ a0(x)y = 0,

dan jika fungsi-fungsi u1, u2, · · · , un memenuhi sistem persamaan
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n u
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n = 0,

y
(n−1)
1 u

′

1 + y
(n−1)
2 u

′

2 + · · ·+ y(n−1)
n u

′

n =
f(x)

an(x)
,

maka y = u1y1 + u2y2 + · · ·+ unyn merupakan penyelesaian partikular persamaan

(2.4).

2.2. Fungsional Pembagi Beda

Fungsional pembagi beda berkaitan dengan bentuk polinomial dan yang akan diba-

has di sini adalah salah satu dari bagian polinom tersebut, yaitu suku banyak monic.
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Definisi 2.7. [2] Suku banyak monic merupakan polinom dimana koefisien dari

derajat tertingginya bernilai satu [1]. Jika w(x) suku banyak monic berbentuk

w(x) = xn + a1x
n−1 + · · ·+ an−2x+ an−1,

dengan asumsi x0, x1, · · · , xr akar-akar dari w(x) dan multiplisitas (kelipatan) akar-

akarnya berturut-turut adalah m0,m1, · · · ,mr.

Definisi 2.8. [2] Jika fungsi-fungsi g yang terdefinisi dan terdiferensialkan di xi
yang residunya merupakan fungsional Taylor dari f

w di titik xi,

Ti,kg =
1

k!
gk(xi), 0 ≤ i ≤ r, 0 ≤ k ≤ mi−1, (2.5)

maka fungsional pembagi beda untuk fungsi f(x) yang berkaitan dengan suku banyak

monic w(x) dapat didefinisikan sebagai berikut: ∆wf =
∑r
i=0

{
residu dari fw di xi

}
.

atau

∆wf =

r∑
i=0

Ti,mi−1

[
f(x)(x− xi)mi

w(x)

]
(2.6)

2.3. Sifat-sifat fungsional pembagi beda

Sebelum membahas mengenai solusi persamaan diferensial linier koefisien konstan

dengan fungsional pembagi beda, akan dibahas dahulu sifat-sifat dari fungsional

pembagi beda yang berkaitan dengan suku banyak monic agar didapat rumus atau

persamaan yang lebih sederhana sehingga mempermudah dalam pembahasan.

Proposisi 2.9. [1] Jika akar-akar dari w sederhana (berkelipatan satu) maka per-

samaan (2.6) dapat direduksi menjadi

∆wf =

n∑
i=0

f(xi)

w′(xi)
(2.7)

di mana n adalah banyaknya akar dari suku banyak monic berderajat n+ 1.

Proposisi 2.10. [1] Misalkan u dan v suku banyak monic, maka fungsional pembagi

beda dapat ditulis:

∆uv{vf} = ∆uf (2.8)

Proposisi 2.11. [1] Misal u dan v suku banyak monic, a dan b bilangan kompleks.

Jika

p(x)

w(x)
=

a

u(x)
+

b

v(x)

maka fungsional pembagi beda yang berkaitan dengan suku banyak monic dapat di-

tulis sebagai berikut:

∆w{pf} = a∆uf + b∆vf. (2.9)
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2.4. Konvolusi

Definisi 2.12. [3] Misalkan f(t) dan g(t) kontinu pada selang [0,∞). Konvolusi

dari fungsi f(t) dan g(t), ditulis f ∗ g, didefinisikan sebagai

(f ∗ g)(t) =

∫ t

0

f(t− y)g(y)dy.

Teorema 2.13. [3] Jika f(t), g(t), dan h(t) kontinu pada selang [0,∞), maka

(1) f(t) ∗ g(t) = g(t) ∗ f(t),

(2) f ∗ (g + h) = (f ∗ g) + (f ∗ h),

(3) (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h),

(4) f ∗ 0 = 0.

3. Pembahasan

3.1. Solusi Persamaan Diferensial Linier Homogen Koefisien

Konstan

Persamaan diferensial linier homogen adalah persamaan diferensial yang memiliki

bentuk sebagai berikut:

g(n) + a1g
(n−1) + · · ·+ an−1g = 0.

Kemudian persamaan diferensial linier homogen tersebut dapat disederhanakan

menjadi bentuk:

w(D)g(t) = 0.

w suku banyak monic, t peubah real, dan D merupakan operator diferensial. Dengan

menggunakan fungsional pembagi beda yang berkaitan dengan suku banyak monic

maka fungsi g yang memenuhi persamaan diferensial di atas adalah

g(t) = ∆w(x){p(x)ext} (3.1)

untuk setiap polinom p. Dengan menggunakan persamaan (3.1), dapat dibuktikan

bahwa g(t) merupakan solusi persamaan diferensial linier koefisien konstan dengan
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langkah-langkah sebagai berikut:

w(D)g(t) = w(Dt)∆w(x){p(x)ext}

= w(Dt)

r∑
i=0

Ti,mi−1

{
p(x)ext(x− xi)mi

w(x)

}

=

r∑
i=0

Ti,mi−1

{
w(Dt)p(x)ext(x− xi)mi

w(x)

}
= ∆w(x)w(Dt){p(x)ext}
= ∆w(x)w(x){p(x)ext}

=

r∑
i=0

Ti,mi−1

{
w(x)p(x)ext(x− xi)mi

w(x)

}

=

r∑
i=0

Ti,mi−1{p(x)ext(x− xi)mi}

= 0.

Jadi,

g(t) = ∆w(x){p(x)ext}

merupakan bentuk solusi dari persamaan diferensial linier koefisien konstan ho-

mogen.

3.2. Solusi Persamaan Diferensial Linier Nonhomogen Koefisien

Konstan

Dalam bagian ini akan dibahas mengenai bagaimana cara mencari solusi persamaan

diferensial linier koefisien konstan nonhomogen. Namun sebelumnya akan dibahas

dahulu konvolusi dua buah fungsi sebagai kaitan dalam mencari solusi persamaan

diferensial tersebut. Aturan Leibniz diberikan sebagai berikut:

Dt

∫ b(t)

a(t)

f(t, y)dy =

∫ b(t)

a(t)

Dtf(t, y) + f(b(t), t)b
′
(t)− f(a(t), t)a

′
(t)dy.

Berdasar aturan Leibniz tersebut, turunan untuk konvolusi dapat diperoleh dengan

langkah-langkah sebagai berikut.

Dt(f ∗ g)(t) = Dt(g ∗ f)(t)

= Dt

∫ t

0

g(t− y)f(y)dy

=

∫ t

0

Dt[g(t− y)f(y)]dy + g(0)f(t)− g(t)f(0).0

=

∫ t

0

Dt[g(t− y)]f(y)dy + f(t)g(0)

= Dtg(t) ∗ f(t) + f(t)g(0)

= f(t) ∗Dtg(t) + f(t)g(0)
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Selanjutnya akan dibahas mengenai solusi persamaan diferensial linier koefisien

konstan nonhomogen. Persamaan diferensial nonhomogen adalah persamaan difer-

ensial yang menghasilkan suatu fungsi, dengan bentuk umum

w(D)g(t) = f(t), (3.2)

dengan w suku banyak monic, t peubah real, g polinomial, D merupakan operator

diferensial, dan f quasi-polinomial. Fungsi g yang memenuhi persamaan diferensial

di atas adalah

g(t) = ∆w(x){f(t) ∗ ext}. (3.3)

Dari persamaan (3.3) dapat dibuktikan bahwa persamaan (3.2) benar, menggu-

nakan induksi dengan langkah-langkah sebagai berikut.

Jika n = 0 maka w(x) = (x− a) berderajat satu, dimana m0 = 1, x0 = a. Jadi

w(D)g(t) = (D − a)g(t)

= (Dt − a)∆w(x){f(t) ∗ ext}
= Dt[∆w(x){f(t) ∗ ext}]− a[∆w(x){f(t) ∗ ext}]

= Dt

[
T0,0

∫ t
0
f(t− y)exydy(x− a)

x− a

]
− a
[
T0,0

∫ t
0
f(t− y)exydy(x− a)

x− a

]
= Dt

[∫ t

0

f(t− y)T0,0
exy(x− a)

x− a
dy

]
− a
[∫ t

0

f(t− y)T0,0
exy(x− a)

x− a
dy

]
= Dt[f(t) ∗∆w(x)e

xt]− a[f(t) ∗∆w(x)e
xt]

= Dt[f(t) ∗ eat]− a[f(t) ∗ eat]
= f(t) ∗ aeat + f(t)− f(t) ∗ aeat

= w(D)g(t) = f(t).

Misal persamaan (3.2) benar untuk w(x) berderajat k, sehingga

w(D)g(t) = f(t).

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa persamaan (3.2) benar untuk w(x) berderajat

k + 1. Ini ekuivalen dengan menunjukkan bahwa

p(D)g(t) = f(t), dengan

p(x) = (x− a)w(x)

dan w(x) berderajat k. Kemudian dengan menggunakan persamaan (3.3), maka

diperoleh

g(t) = ∆p(x){f(t) ∗ ext}

=

r∑
i=0

Ti,mi−1

{∫ t

0

f(t− y)exydy(x− xi)mi

p(x)

}

=

∫ t

0

f(t− y)

r∑
i=0

Ti,mi−1
exydy(x− xi)mi

p(x)
dy

= f(t) ∗∆p(x){ext}.
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Berdasarkan definisi dan hasil di atas maka g(t) dapat disubtitusikan menjadi

seperti di bawah ini:

(D − a)g(t) = Dg(t)− ag(t)

= Dt[f(t) ∗∆p(x){ext}]− a[f(t) ∗∆p(x){ext}]
= f(t) ∗D[∆p(x){ext}] + f(t)∆p(x){ext}|t=0 − a[f(t)∆p(x){ext}]
= f(t) ∗∆p(x){ext}+ f(t).0− f(t) ∗∆p(x){ext}
= f(t) ∗∆p(x){(x− a)ext}
= f(t) ∗∆(x−a)w(x){(x− a)ext}
= f(t) ∗∆w(x){ext}.

Persamaan diferensial linier nonhomogen dapat ditulis seperti berikut:

p(D)g(t) = w(D)(D − a)g(t)

= w(D)[f(t) ∗∆w(x){ext}]
= f(t).

Jadi, dapat disimpulkan bahwa g(t) = ∆w(x){f(t) ∗ ext} merupakan bentuk solusi

dari persamaan diferensial linier koefisien konstan nonhomogen.

4. Kesimpulan

Berdasarkan uraian dari bab sebelumnya, maka disimpulkan bahwa persamaan

diferensial linier koefisien konstan homogen dapat diselesaikan dengan fungsional

pembagi beda:

∆w(x){p(x)ext},

dengan w(x) merupakan suku banyak monic yang berkaitan dengan persamaan

karakteristik persamaan diferensial linier koefisien konstan homogen dan p(x) poli-

nomial sembarang. Sementara persamaan diferensial linier koefesien konstan non-

homogen dapat diselesaikan dengan fungsional pembagi beda:

∆w(x){f(t) ∗ ext}.

dimana w(x) merupakan suku banyak monic dan f(t) bagian nonhomogen pada

persamaan diferensial.

Untuk penelitian selanjutnya, penulis menyarankan hal-hal berikut: Solusi yang

didapatkan pada persamaan diferensial linier koefisien konstan nonhomogen meng-

gunakan metode pembagi beda menghasilkan solusi khusus. Hal ini terbatas pada

kasus untuk syarat awal p(0) = 0. Oleh karena itu, perlu dilakukan analisis lebih

lanjut untuk mendapatkan solusi yang lebih umum.
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