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Abstrak. Misalkan terdapat graf G = (V,E) dan W ⊆ V (G), dimana W =
{v1, v2, · · · , vk}. Representasi metrik dari titik v ∈ V terhadap W adalah

r(v |W ) = (d(v, v1), d(v, v2), · · · , d(v, vk)).

Himpunan W dikatakan sebagai resolving set di G jika untuk setiap pasangan dari titik-

titik berbeda u, v ∈ V , r(u |W ) 6= r(v |W ). Dimensi metrik dari G adalah kardinalitas

minimum dari resolving set untuk G dan dinotasikan dim(G). Graf (Pn × Pm) adalah
graf hasil kali Kartesius antara graf lintasan dengan n titik dan graf lintasan dengan m

titik. Graf (Pn × Pm)�K1 adalah graf yang diperoleh dari graf (Pn × Pm) dengan nm

titik dan graf lengkap K1, dengan cara menghubungkan titik vij di (Pn × Pm) ke titik
uij , yang merupakan salinan ke-ij dari graf K1, untuk 1 ≤ i ≤ n dan 1 ≤ j ≤ m. Pada

makalah ini dikaji kembali [4] yang membahas tentang penentuan dim((Pn × Pm)�K1

untuk n ≥ 3 dan m ≥ 2.

Kata Kunci : Dimensi metrik, resolving set, hasil kali kartesius, graf korona

1. Pendahuluan

Misalkan G = (V,E) adalah graf sederhana dan u, v ∈ V adalah dua titik berbeda

dari graf G, jarak d(u, v) antara dua titik u dan v adalah panjang dari lintasan ter-

pendek antara u dan v. Misalkan terdapat himpunan titik-titik W = {v1, v2, · · · , vk}
dari graf G. Representasi metrik dari titik v ∈ V terhadap W adalah

r(v |W ) = (d(v, v1), d(v, v2), · · · , d(v, vk)).

Himpunan W dikatakan sebagai himpunan pembeda (resolving set) di G jika

untuk setiap pasangan dari titik-titik berbeda u, v ∈ V , r(u | W ) 6= r(v | W ).

Himpunan pembeda (resolving set ) dengan kardinalitas minimum untuk graf G

disebut dengan himpunan pembeda (resolving set) minimum atau basis dari G.

Dimensi metrik dari G adalah kardinalitas minimum dari himpunan pembeda (re-

solving set) untuk G dan dinotasikan dim(G).

Misalkan terdapat graf G dengan himpunan titik V (G) = {v1, v2, · · · , vn} dan

graf H dengan himpunan titik V (H) = {u1, u2, · · · , um}. Hasil kali Kartesius

(Cartesian Product) dari graf G dan H adalah G×H, yang dibentuk oleh titik-titik

V = {wij | wij = (vi, uj) : 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m} dan dua titik (vi, uj) dan (vk, ul)

bertetangga di G×H jika dan hanya jika (vi = vk dan uj bertetangga ul) atau (vi
bertetangga vk dan uj = ul).
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Salinan adalah graf dengan himpunan titik dan himpunan sisi yang sama dari

graf G. Misal terdapat graf G dengan n titik. Graf G korona H, dinotasikan G�H

didefinisikan sebagai graf yang diperoleh dengan mengambil satu salinan graf G dan

n salinan H1, H2, · · · , Hn dari graf H, kemudian menghubungkan titik ke-i dari G

ke setiap titik di Hi, untuk 1 ≤ i ≤ n.

2. Dimensi Metrik Dari Graf (Pn × Pm) ◦ K1

Misalkan terdapat graf Pn dengan himpunan titik V (Pn) = {v1, v2, · · · , vn} dan

graf Pm dengan himpunan titik V (Pm) = {u1, u2, · · · , um} dan graf K1 dengan

V (K1) = {x1}. Graf (Pn × Pm) adalah graf hasil kali Kartesius antara graf Pn dan

graf Pm. Graf (Pn×Pm)�K1 adalah graf yang diperoleh dari graf (Pn×Pm) dengan

nm titik dan graf lengkap K1 dengan cara menghubungkan titik vij di (Pn × Pm)

ke titik uij , yang merupakan salinan ke-ij dari graf K1, untuk 1 ≤ i ≤ n dan

1 ≤ j ≤ m.

Gambar 1. Graf (Pn × Pm)�K1

Teorema 2.1. [4] Jika n ≥ 3 dan m ≥ 2, maka dim((Pn × Pm)�K1) = 3.

Bukti. Misalkan V (Pn) = {v1, v2, · · · , vn} adalah himpunan titik dari graf Pn

dan V (Pm) = {u1, u2, · · · , um} adalah himpunan titik dari graf Pm. Definisikan

V (Pn×Pm) = {vij | vij = (vi, uj)} dan titik pendant dari vij pada (Pn×Pm)�K1

dinotasikan sebagai uij . Karena (Pn × Pm)�K1 bukan lintasan, maka dim((Pn ×
Pm)�K1) ≥ 2.

Akan ditunjukkan dim((Pn×Pm)�K1) ≥ 3, yaitu dengan menunjukkan bahwa

jika himpunan pembeda terdiri dari dua anggota, akan diperoleh dua titik pada

graf tersebut dengan representasi yang sama.
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Pilih W ′ = {a, b} adalah himpunan pembeda untuk (Pn×Pm)�K1. Jika terda-

pat dua lintasan berbeda dengan panjang d(a, b) antara a dan b, maka terdapat dua

titik-titik berbeda c, d dari (Pn×Pm)�K1 sedemikian sehingga d(c, a) = d(d, a) dan

d(c, b) = d(d, b), kontradiksi. Misalkan hanya ada satu lintasan Q, dengan panjang

d(a, b), antara a dan b. Dengan demikian semua titik-titik dari Q, kecuali mungkin

a atau b yang bisa menjadi titik-titik pendan, akan terdapat didalam Pn × Pm.

Pandang dua kasus berikut.

Kasus 1. Setiap titik yang berada dalam lintasan Q memiliki derajat ≤ 3.

Diperoleh bahwa m = 2 dan W ′ ⊂ {u11, v11, u12, v12} atau W ′ ⊂
{un1, vn1, un2, vn2}. Misalkan W ′ ⊂ {u11, v11, u12, v12}. Maka untuk titik-titik

u1i, v1,i+1, dengan 2 ≤ i ≤ n− 1, diperoleh bahwa

d(ui1, a) = d(ui1, v11) + d(v11, a),

= d(vi+1,1, v11) + d(v11, a),

= d(vi+1,1, a),

d(ui1, b) = d(ui1, v11) + d(v11, b)

= d(vi+1,1, v11) + d(v11, b)

= d(vi+1,1, b).

Dengan demikian, r(ui1 |W ′) = r(vi+1,1 |W ′), kontradiksi.

Sebaliknya, jika W ′ ⊂ {un1, vn1, un2, vn2}, maka untuk titik-titik ui1, vi−1,1, 2 ≤ i ≤
n− 1 berlaku

d(ui1, a) = d(ui1, vn1) + d(vn1, a)

= d(vi−1,1, vn1) + d(vn1, a)

= d(vi−1,1, a),

d(ui1, b) = d(ui1, vn1) + d(vn1, b)

= d(vi−1,1, vn1) + d(vn1, b)

= d(vi−1,1, b).

Dengan demikian, r(ui1 |W ′) = r(vi−1,1 |W ′), kontradiksi.

Kasus 2. Terdapat titik v berderajat 4 yang berada dalam lintasan Q.

Maka diperoleh bahwa v memiliki dua tetangga c, d bukan termasuk Q, sedemikian

sehingga

d(c, a) = 1 + d(v, a) = d(d, a),

d(c, b) = 1 + d(v, b) = d(d, b).

Dengan demikian, r(c |W ′) = r(d |W ′), kontradiksi.

Karena itu, dim((Pn × Pm)�K1) ≥ 3.

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa dim((Pn × Pm)�K1) ≤ 3.

Pilih W = {v11, v1m, vnm} sebagai himpunan pembeda untuk (Pn×Pm)�K1. Maka
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representasi dari titik-titik (Pn × Pm)�K1 terhadap W adalah sebagai berikut :

r(vij |W ) = (d(vij , v11), d(vij , v1m), d(vij , vnm))

= (i + j − 2,m + i− j − 1,m + n− i− j),

r(uij |W ) = (d(uij , v11), d(uij , v1m), d(uij , vnm))

= (i + j − 1,m + i− j,m + n− i− j + 1).

Akan ditunjukkan bahwa representasi setiap titik di (Pn × Pm) �K1 terhadap

W berbeda. Representasi setiap titik di (Pn×Pm)�K1 dijabarkan sebagai berikut:

r(v11 |W ) = (d(v11, v11), d(v11, v1m), d(v11, vnm)) = (0,m− 1,m + n− 2),

r(v12 |W ) = (d(v12, v11), d(v12, v1m), d(v12, vnm)) = (1,m− 2,m + n− 3),

...

r(v1m |W ) = (d(v1m, v11), d(v1m, v1m), d(v1m, vnm)) = (m− 1, 0, n− 1),

...

r(vnm |W ) = (d(vnm, v11), d(vnm, v1m), d(vnm, vnm)) = (n + m− 2, n− 1, 0),

(2.1)

r(u11 |W ) = (d(u11, v11), d(u11, v1m), d(u11, vnm)) = (1,m,m + n− 1),

r(u12 |W ) = (d(u12, v11), d(u12, v1m), d(u12, vnm)) = (2,m− 1,m + n− 2),

...

r(u1m |W ) = (d(u1m, v11), d(u1m, v1m), d(u1m, vnm)) = (m, 1, n),

...

r(unm |W ) = (d(unm, v11), d(unm, v1m), d(unm, vnm)) = (n + m− 1, n, 1). (2.2)

Andaikan terdapat dua titik-titik berbeda x, y dari (Pn×Pm)�K1 sedemikian

sehingga r(x |W ) = r(y |W ).

(1) Jika x = vij dan y = vkl, maka salah satu dari i 6= k atau j 6= l yang berlaku,

dan dari persamaan (2.1), andaikan

r(vij |W ) = r(vkl |W )

(i + j − 2,m + i− j − 1,m + n− i− j) = (k + l − 2,m + k − l − 1,m + n− k − l).

Maka representasi titik-titik (Pn × Pm)�K1 dijabarkan sebagai berikut:

r(v11 |W ) = r(v22 |W )

(0,m− 1,m + n− 2) 6= (2,m− 1,m + n− 4),

yang mengakibatkan i = k dan j = l, tidak memungkinkan i 6= k dan j 6= l.

(2) Jika x = uij dan y = ukl dari persamaan (2.2), dengan cara yag sama, andaikan

r(uij |W ) = r(ukl |W )

(i + j − 1,m + i− j,m + n− i− j + 1) = (k + l − 1,m + k − l,m + n− k − l + 1).
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Maka representasi titik-titik (Pn × Pm)�K1 dijabarkan sebagai berikut:

r(v11 |W ) = r(v22 |W )

(1,m,m + n− 1) 6= (3,m,m + n− 3),

yang mengakibatkan i = k dan j = l, kontradiksi.

(3) Jika x = vij dan y = ukl, dari persamaan (2.1) dan persamaan (2.2) diperoleh

bahwa

r(vij |W ) = r(ukl |W )

(i + j − 2,m + i− j − 1,m + n− i− j) = (k + l − 1,m + k − l,m + n− k − l + 1),

Perhatikan bahwa,

i + j − 2 = k + l − 1⇔ i + j = k + l + 1, (2.3)

m + i− j − 1 = m + k − l⇔ i− j = k − l + 1, (2.4)

m + n− i− j = m + n− k − l + 1⇔ i + j = k + l − 1. (2.5)

Dari persamaan (2.3) dan persamaan (2.5) diperoleh 1 = −1, yang meru-

pakan kontradiksi.

Dengan demikian, untuk setiap titik-titik berbeda x, y dari (Pn × Pm) � K1,

r(x | W ) 6= r(y | W ). Oleh karena itu, dim((Pn × Pm) � K1) ≤ 3. Sehingga

diperoleh dim((Pn × Pm)�K1) = 3.

3. Kesimpulan

Pada tulisan ini telah dikaji kembali makalah [4] mengenai dimensi metrik dari graf

hasil kali kartesius antara dua lintasan (Pn × Pm) yang dikoronakan dengan graf

lengkap K1, dinotasikan sebagai (Pn × Pm) � K1 untuk n ≥ 3 dan m ≥ 2, yaitu

diperoleh bahwa dim((Pn × Pm)�K1) = 3.
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