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Abstrak. Dalam makalah ini akan ditunjukkan bagaimana menyelesaian persamaan
nonlinear f(x) = 0 dengan menggunakan Metode Iterasi Baru. Untuk beberapa kasus

melalui penggunaan Maple terlihat bahwa solusi persamaan non linier dengan Metode
Iterasi Baru yang merupakan hasil dari subsitusi Metode Steffenson terhadap Ekspansi

Taylor, konvergen ke solusi eksak.
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1. Pendahuluan

Persamaan nonlinier banyak digunakan dalam bidang teknik maupun sains. Secara

umum, persamaan dalam bentuk ini dapat diubah dalam bentuk f(x) = 0 dengan f

merupakan bentuk fungsi nonlinier dari variabel x. Persamaan-persamaan nonlinier

dengan bentuk f(x) = 0 dapat diselesaikan secara analitik maupun secara numerik.

Kedua cara penyelesaian tersebut ditujukan untuk memperoleh nilai dari x pada

persamaan f(x) = 0 yang merupakan akar-akar dari persamaan tersebut. Berba-

gai cara atau metode numerik dapat digunakan untuk menyelesaikan persamaan

nonlinear dalam bentuk f(x) = 0. Diantara metode yang sering digunakan adalah

Metode Newton.

2. Beberapa Definisi

2.1. Persamaan Nonlinier

Jenis-jenis dari persamaan nonlinier diantaranya:

(1) Persamaan Aljabar.

Persamaan aljabar yang termasuk dalam persamaan nonlinier adalah per-

samaan dalam bentuk:

(a) Polinomial (Suku Banyak) adalah polinomial atau suku banyak satu variabel

secara umum dapat dinyatakan sebagai berikut:

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ anx

n (2.1)

dimana a adalah konstanta.
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(b) Persamaan Rasional adalah persamaan rasional adalah persamaan yang da-

pat ditulis dalam bentuk p(x) = q(x), dimana p(x) dan q(x) adalah polino-

mial dan q(x) 6= 0.

(2) Persamaan Transenden.

Fungsi transenden atau fungsi non-aljabar adalah fungsi yang tidak dapat diny-

atakan dalam operasi aljabar. Fungsi transenden terdiri dari fungsi eksponen-

sial, fungsi logaritmik, fungsi trigonometrik dan fungsi hiperbolik.

2.2. Akar

Bilangan r disebut akar dari suatu persamaan polinomial f(x) = 0 jika dan hanya

jika f(r) = 0. Berikut ini diberikan teorema lokasi akar :

Teorema 2.1. [1] Misalkan I = [α, β] adalah suatu interval dan misalkan f : I →
R kontinu di I. Jika α < β adalah bilangan-bilangan pada I sedemikian sehingga

f(α) < 0 < f(β),maka terdapat suatu bilangan c ∈ [α, β] sedemikian sehingga

f(c) = 0.

2.3. Metode Pencarian Akar

Secara umum, metode pencarian akar tersebut terbagi atas dua, yaitu:

(1) Metode Tertutup (Bracketing Method).

Dalam proses pencarian akar, metode ini menggunakan selang tertutup [a, b]

sebagai lokalisasi akarnya. Dalam selang tersebut dapat dipastikan minimal

terdapat satu buah akar. Ada dua metode yang termasuk ke dalam metode

tertutup, yaitu metode bagi dua dan metode regula-falsi.

(2) Metode Terbuka (Opened Method).

Dalam metode ini diperlukan tebakan awal akar. Hampiran akar didasarkan

pada hampiran akar sebelumnya melalui prosedur iterasi. metode yang ter-

masuk ke dalam metode terbuka adalah metode iterasi Titik Tetap, metode

Newton-Rhapson dan metode Secant.

2.4. Deret Taylor

Approksimasi orde ke-0 dilakukan dengan mengambil satu suku pertama, yaitu nilai

sebelumnya [8].

f(xi+1) = f(x). (2.2)

Approksimasi orde ke-1 dilakukan dengan menambah suku lainnya.

f(xi+1) = f(x) + f ′(xi)(xi+1 − xi) (2.3)

Kemudian dengan menambahkan suku berikutnya diperoleh approksimasi orde ke-

2, yaitu :

f(xi+1) = f(x) + f ′(xi)(xi+1 − xi) +
f ′′(xi)

2!
(xi+1 − xi)2 (2.4)
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Sehingga deret Taylor selengkapnya dapat ditulis sebagai berikut :

f(xi+1) = f(x) + f ′(xi)(xi+1 − xi) +
f ′′(xi)

2!
(xi+1 − xi)2

+
f ′′′(xi)

3!
(xi+1 − xi)3 + . . .+ (xi+1 − xi)n +Rn (2.5)

dimana

Rn =
fn+1(ξ)

(n+ 1)!
(xi+1 − xi)n+1 (2.6)

Kemudian deret Taylor dapat ditulis sebagai:

f(xi+1) = f(x) + f ′(xi)h+
f ′′(xi)

2!
h2 +

f ′′′(xi)

3!
h3

+ . . .+
fn(xi)

n!
hn +Rn (2.7)

dengan suku sisa:

Rn =
fn+1(ξ)

(n+ 1)!
hn+1 (2.8)

2.5. Metode Newton

Misalkan x0 adalah taksiran untuk r dan misalkan r = x0 + h. Karena akar sebe-

narnya adalah r dan h = r−x0, maka bilangan atau nilai h menunjukkan seberapa

jauh taksiran x0 dari nilai yang sebenarnya [4]. Karena h kecil, maka aproksimasi

linear (garis tangen) dapat digunakan sehingga:

0 = f(r) = f(x0 + h) ≈ f(x0) + hf ′(x0) (2.9)

h = − f(x0)

f ′(x0)
(2.10)

r − x0 = − f(x0)

f ′(x0)
(2.11)

r = x0 −
f(x0)

f ′(x0)
(2.12)

dan estimasi x1 untuk r diberikan oleh :

x1 = x0 −
f(x0)

f ′(x0)
(2.13)

dengan cara yang sama, estimasi x2 dapat diperoleh dari x1 untuk r,yaitu:

x2 = x1 −
f(x1)

f ′(x1)
(2.14)

selanjutnya, jika xn adalah taksiran pada iterasi ke n, maka taksiran selanjutnya

yaitu taksiran ke n+ 1 dapat diberikan oleh:

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
(2.15)
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2.6. Galat

Galat adalah perbedaan nilai dari suatu besaran antara nilai eksak (nilai sebe-

narnya) dengan nilai hampirannya.

E = x− x∗

x adalah nilai eksak dari besaran, x∗ adalah nilai hampirannya dan E adalah galat

mutlak dari x [3].

Pada metode numerik, ada dua sumber galat, yaitu galat pemotongan dan galat

pembulatan. Galat pemotongan adalah galat yang timbul akibat pemotongan rumus

matematika tertentu untuk menghampiri suatu besaran. Galat pembulatan adalah

galat yang timbul akibat pembulatan bilangan.

3. Proses Konstruksi Formula Metode Iterasi Baru

Pada bab ini dijelaskan proses konstruksi formula Metode Iterasi Baru yang meng-

gunakan turunan orde pertama. Metode Iterasi Baru yang bertujuan untuk menen-

tukan akar persamaan non linier satu variabel ini, diperoleh dari Ekspansi Tay-

lor dan metode Steffenson. Formula metode Iterasi Baru dapat diperoleh dengan

langkah-langkah sebagai berikut.

(1) Mengkonstruksi formula metode Steffenson dengan menggunakan formula

metode Newton.

xk+1 = xk −
f(xk)

f ′(xk)
(3.1)

dan mengganti turunan pertama dengan

f ′(xk) =
f(xk + f(xk))− f(xk)

f(xk)
(3.2)

diperoleh formula metode Steffenson

xk+1 = xk −
(f(xk))2

f(xk + f(xk))− f(xk)
(3.3)

(2) Mengkonstruksi Formula Iterasi Ekspansi Taylor.

Ekspansi deret Taylor f(xk+1), f ′(xk+1), f ′′(xk+1) dituliskan sebagai berikut.

f(xk+1) = f(xk) + f ′(xk)(xk+1 − xk) +
1

2
(3.4)

f ′′(xk)(xk+1 − xk)2 +
1

6
f (3)(xk)

(xk+1 − xk)3 +O[(xk+1 − xk)4]

f ′(xk+1) = f ′(xk) + f ′′(xk)(xk+1 − xk) +
1

2
(3.5)

f (3)(xk)(xk+1 − xk)2 +O[(xk+1 − xk)3]

f ′′(xk+1) = f ′′(xk) + f (3)(xk)(xk+1 − xk) (3.6)

+O[(xk+1 − xk)2]



Penentuan Akar Persamaan Nonlinier dengan Metode Iterasi Baru 53

Dengan mengalikan persamaan (3.5) dengan (−ω)(xk+1−xk), dimana ω adalah

sebarang parameter dengan 0 ≤ ω ≤ 1, maka diperoleh :

−ω(xk+1 − xk)f ′(xk+1) = −ω(xk+1 − xk)f ′(xk)

−ωf ′′(xk)(xk+1 − xk)2 (3.7)

−1

2
f (3)(xk)(xk+1 − xk)3

+O[(xk+1 − xk)4].

Selanjutnya kalikan kedua ruas pada persamaan (3.6) dengan ( 1
2ω−

1
6 )(xk+1−

xk)2 sehingga diperoleh :

(
1

2
ω − 1

6
)(xk+1 − xk)2f ′′(xk+1) = (

1

2
ω − 1

6
)(xk+1 − xk)2f ′′(xk+1)

+ (
1

2
ω − 1

6
)(xk+1 − xk)3f (3)(xk)

+ O[(xk+1 − xk)4]. (3.8)

Kemudian ketiga persamaan, yaitu (3.4),(3.7) dan (3.8) dijumlahkan, dan diper-

oleh :

f (xk+1)− ω(xk+1 − xk)f ′(xk+1) + (
1

2
ω − 1

6
)(xk+1 − xk)2f ′′(xk+1)

= f(xk) + (xk+1 − xk)f ′(xk) +
1

2
(xk+1 − xk)2f ′′(xk)

−ω(xk+1 − xk)f ′(xk)− ω(xk+1 − xk)2f ′′(xk) (3.9)

+(
1

2
ω − 1

6
)(xk+1 − xk)2f ′′(xk+1) +O[(xk+1 − xk)4].

Selanjutnya dengan mengabaikan O[(xk+1 − xk)]4 dan dengan mengapproksi-

masi f ′(xk+1) dengan f ′(xk) dan mengapproksimasi f ′′(xk+1) dengan f ′′(xk),

maka diperoleh persamaan berikut :

f(xk+1) = f(xk) + (xk+1 − xk)f ′(xk)

+
1

2
(xk+1 − xk)2f ′′(xk)

−ω(xk+1 − xk)2f ′′(xk).., (3.10)

karena xk+1 merupakan akar dari f(x) = 0 sehingga f(xk+1) = 0, maka :

f(xk) + (xk+1 − xk)f ′(xk) +
1

2
(xk+1 − xk)2f ′′(xk)− ω(xk+1 − xk)2f ′′(xk) = 0

(1− 2ω)f ′′(xk)(xk+1 − xk)2 + 2f ′(xk)(xk+1 − xk) + 2f(xk) = 0.

Supaya solusi persamaan merupakan bilangan real, maka haruslah B2 −
4AC ≥ 0 sehingga

xk+1 − xk = − 2f ′(xk)±
√

(2f ′(xk))2−4(1−2ω)f ′′(xk)2f(xk)

2(1−2ω)f ′′(xk)

xk+1 = xk −
f ′(xk)±

√
f ′(xk)2−2(1−2ω)f ′′(xk)f(xk)

(1−2ω)f ′′(xk)
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Untuk ω = 0, maka :

xk+1 = xk −
f ′(xk)±

√
f ′(xk)2 − 2f ′′(xk)f(xk)

f ′′(xk)
(3.11)

(3) Mengkonstruksi formula Iterasi Baru.

Dengan mengganti turunan dari persamaan (3.2) yaitu

f ′′(xk) =
f ′(xk + f(xk))− f ′(xk)

f(xk)
(3.12)

maka persamaan (3.11) dapat ditulis menjadi

xk+1 = xk −
f(xk)(f ′(xk)−

√
f ′(xk)2 − 2(f ′(xk + f(xk))− f ′(xk)))

f ′(xk) + f(xk)− f ′(xk)
(3.13)

4. Contoh Kasus

A Contoh 1.

Gunakanlah Metode Iterasi Baru untuk menentukan akar dari f(x) = x2 −
cosx. Berdasarkan Persamaan maka diperoleh turunan pertama sebagai berikut

f ′(x) = 2x+sinx. Pilih x0 = 1 dan ε = 10−100 maka diperoleh nilai sebenarnya

,x = 0.82413231230252242296 yang merupakan salah satu akar dari f(x) =

x2 − cosx. Hasil iterasi lengkap disajikan dalam tabel berikut.

B Contoh 2.

Gunakanlah Metode Iterasi Baru untuk menentukan akar dari f(x) = x2 −
exp−x. Berdasarkan Persamaan maka diperoleh turunan pertama sebagai

berikut 3x2 + exp−x. Pilih x0 = 0.5 dan ε = 10−100 maka diperoleh nilai

sebenarnya ,x = 0.77288295914921011285 yang merupakan salah satu akar dari

f(x) = x2 + 3x− 1.

Hasil iterasi lengkap disajikan dalam tabel berikut:

C Contoh 3.

Gunakanlah Metode Iterasi Baru untuk menentukan akar dari f(x) = x2+3x−
1 Berdasarkan Persamaan maka diperoleh turunan pertama sebagai berikut

f ′(x) = 2x+ 3.. Pilih x0 = 1 dan ε = 10−100 maka diperoleh nilai sebenarnya,

x = 0.30277563773199464655 yang merupakan salah satu akar dari f(x) =

x2 + 3x− 1. Hasil iterasi lengkap disajikan dalam tabel berikut.
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5. Penutup

Berdasarkan hasil yang diperoleh pada bab pembahasan, dapat disimpulkan bahwa:

(1) Metode Iterasi Baru dapat digunakan untuk mencari akar- akar persamaan non

linier,dimana galat yang dipilih cukup kecil, yaitu 10−100.

(2) Algoritma dan proses Metode Iterasi Baru cukup sederhana dan cukup mudah

digunakan baik secara manual, maupun dengan perangkat lunak seperti Maple.
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