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Abstrak. Berbagai masalah, baik dalam kehidupan sehari-hari maupun fenomena alam
dapat diungkapkan dalam suatu model matematika yang disebut dengan masalah per-
samaan diferensial. Masalah persamaan diferensial terbagi dua yaitu masalah nilai awal
dan masalah nilai batas. Masalah-masalah tersebut dapat diselesaikan secara numerik.
Salah satu metode numerik yang dapat dugunakan adalah Metode Shooting. Dalam
proses penggunaan metode tersebut, masalah nilai batas direduksi menjadi dua masalah
nilai awal. Kemudian masalah nilai awal tersebut diselesaikan dengan menggunakan
Metode Runge-Kutta orde empat. Untuk kemudahan dalam proses komputasi, digu-
nakan software Microsoft Excel.

Kata Kunci: Masalah Nilai Awal, Masalah Nilai Batas, Metode Shooting, Metode Runge-
Kutta Orde Empat

1. Pendahuluan

Masalah nilai awal dan masalah nilai batas dapat diselesaikan secara numerik. Salah
satu cara untuk menyelesaikan masalah-masalah tersebut adalah dengan menggu-
nakan metode shooting. Metode shooting lebih mudah digunakan dalam menyele-
saikan masalah nilai batas dibandingkan metode lain seperti deret fourier. Metode
shooting merupakan metode yang digunakan untuk menyelesaikan masalah nilai
batas dengan cara mereduksi masalah nilai batas menjadi masalah nilai awal. Ke-
mudian ditentukan solusi masalah nilai awal tersebut. Metode yang digunakan un-
tuk menyelesaikan masalah nilai awal adalah metode Runge-Kutta orde empat.
Metode Runge-Kutta orde empat memiliki ketelitian yang lebih akurat diband-
ingkan metode-metode numerik lainnya. Dalam penggunaan metode Runge-Kutta
orde empat, perlu ditetapkan terlebih dahulu ukuran langkah yang disimbolkan
dengan h.[2]

2. Persamaan Diferensial

Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat turunan satu atau lebih
variabel bebas. Persamaan diferensial dapat dibedakan menjadi dua yaitu:

(1) Persamaan Diferensial Biasa.
Persamaan diferensial biasa adalah persamaan yang memuat turunan satu vari-
abel bebas.
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Definisi 2.1. [1] Suatu persamaan diferensial biasa orde n adalah suatu per-
samaan yang dapat ditulis dalam bentuk

y" =F(yy,-y"Y)
dengan y,y',y", - ,y™ Y semua nilainya ditentukan oleh .

(2) Persamaan Diferensial Parsial.
Persamaan diferensial parsial adalah persamaan diferensial yang memuat tu-
runan dua atau lebih variabel bebas. Persamaan diferensial biasa order n
dikatakan linier jika dapat dinyatakan dalam bentuk:

an(@)y™ (@) + an_1(2)y" V(@) + -+ ar @)y (@) + ao(x) = f(x).

2.1. Masalah Nilai Awal

Masalah nilai awal adalah sebuah masalah yang melibatkan satu atau lebih fungsi
yang tidak diketahui beserta turunan-turunannya dalam sebuah persamaan yang
memenuhi syarat awal yang diberikan.

2.2. Masalah Nilat Batas

Masalah nilai batas adalah persamaan diferensial biasa bersama-sama dengan kon-
disi yang melibatkan nilai-nilai solusi dan/atau turunannya di dua titik atau lebih.
Banyak kondisi sama dengan orde persamaan diferensial.

2.3. Metode Runge-Kutta Orde Empat

Metode Runge-Kutta orde empat adalah metode yang sangat populer digunakan
karena cukup akurat, stabil dan mudah diprogram. Bentuk metode Runge-Kutta
orde empat adalah:

1
Yi+l = Yi + 6(](11 + 2(]{12 + kg) + k4),i =0,1,2,---,n, dengan
ki = hf(zi, y;)

h k
ko th($i+§,yi+?l)

h k
k3 :hf($i+§ayi+?2)

ky = hf(zi+h,yi + ks3)
Sehingga persamaan Runge-Kutta orde empat menjadi:
Yirr = yi + 1/6(hf (wi, yi) + 2(hf (xi + h/2,yi + k1/2)) (2.1)
+2(hf(2i + h/2,y;i + k2/2)) + hf(2; + h, yi + k3)).

3. Pembahasan
3.1. Metode Shooting Linier

Metode shooting linier adalah salah satu metode yang digunakan untuk menyele-
saikan masalah nilai batas secara numerik. Metode ini juga menggunakan metode-
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metode yang dipakai dalam menyelesaikan masalah nilai awal. Metode ini memiliki
langkah-langkah sebagai berikut: [3]

(1) Reduksi suatu masalah nilai batas menjadi dua masalah nilai awal.
Pandang masalah nilai batas linier orde dua dalam bentuk

2" =p()a'(t) + ¢()x(t) + r(t),a <t <b (3.1)
dengan z(a) = «, x(b) = B.

Misalkan u(t) adalah solusi tunggal untuk masalah nilai awal

u = p(t)u'(t) + q(t)u(t) + r(t) (3.2)
dengan u(a) = « dan u/(a) = 0,

dan v(t) adalah solusi tunggal untuk masalah nilai awal
v = p(t)'(t) + q(t)o(t). (3-3)
dengan v(a) = 0 dan v'(a) = 1.
(2) Tentukan u(t) dan v(¢) dengan menggunakan metode Runge-Kutta orde empat.
(3) Tentukan kombinasi linier z(¢) dengan

z(t) = u(t) + Co(t) (3.4)
adalah solusi untuk =’ = p(t)2’(t) + q(t)z(t) + r(t) yang diperoleh dari
" ="+ OV,
= p(t)u'(t) + q(t)u(t) + r(t) + p(t)CV'(t) + q(t)Cu(t),
= p(t)(u'(t) + Cv'(t)) + q(t)(u(t) + Co(t)) + r(t)
= p(t)a’(t) + q(t)z(t) + r(t).

(t
Solusi z(t) pada persamaaan (3.4) mempunyai nilai batas,
z(a) = u(a)
z(b) = u(b)
Dengan substitusi kondisi batas 2:(b) = 8 ke persamaan (3.5) diperoleh C' = (5—

u(b))/v(b). Oleh karena itu, jika v(b) # 0 maka solusi khusus untuk persamaan
(3.1) adalah

+Cv(a)=a+0=«
+ Co(b). (3.5)

3.2. Contoh

(1) Selesaikan masalah nilai batas

27 (t) = 2t/(1 + t2)a' (t) — 2/(1 + t2)x(t) + 1. (3.6)
dengan z(0) = 1,25 dan x(4) = —0,95. pada interval [0,4]
Fungsi p, ¢g,dan r adalah p(t) = 2¢/(1 +t%), q(t) = —2/(1 + ?), dan r(t) = 1.
Metode Runge-Kutta orde empat dengan ukuran langkah h = 0,2 digunakan

untuk mengkonstruksi solusi numerik {u;} dan {v;} ke persamaan (3.2) dan
(3.3).
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Misalkan u(t) adalah solusi tunggal dari masalah nilai awal

u(t) = 2t/(1+ ) (t) — 2/(1 4+ tH)u(t) + 1, (3.7)
dengan u(0) = 1,25 dan «/(0) = 0. Misalkan
d
— =y =f(tuy),u0) = 1,2 dan
dy 2t , 2
= = — B — 1 =
du
—(0) = y(0) = 0.
2 (0) = 9(0)
Dengan menggunakan ukuran langkah h = 0,2 maka untuk ¢ = 0
k1=0 ks = —0,030
I, =—0,3 I3 = —0,295
ko = —0,03 ky = —0,059
Iy = —0,301 ly = —0,292

Selanjutnya diperoleh

k1 + 2(k’2 + k‘3) + ky
6
0+ 2(-0,03 + (—0,030)) + (—0,059)
6

Up+1 = U

’LL1:UO+

=1,25-0,1792138
=1,220.
Dari hasil penghitungan di atas dapat dilihat u(0,2) ~ w; = 1,220, dengan

cara yang sama langkah di atas diulang hingga diperoleh w(4) & ugp = —2, 783
dan

li+2(la+13) + 14

Yo+1 = Yo + 6
—0,3 +2(—0,301 + (—0,295)) 4+ (—0,292
I ( (£0.299) + (0,292
=0-0,297
= —0,297.

Dari hasil penghitungan di atas dapat dilihat y(0,2) = y; = —0,297, dengan
cara yang sama langkah di atas diulang hingga diperoleh y(4) = y20 = 0,021.
Kemudian angggap v(t) adalah solusi khusus masalah nilai awal

v (t) = 2t/ (1 + ) (t) — 2/(1 + %)
dengan v(0) = 0 dan ¢'(0) = 1. Misalkan

%:z:f(t’u,z),’u(()):o dan
dZ 2t / 2
a1 +t2)v (t) — m”(ﬂ =g(t,u,2),
d
(0) = 2(0) = 0.

dt
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Dengan menggunakan ukuran langkah h = 0,2 maka untuk ¢ = 0 diperoleh

p1=0,2 ps=0,2
@ =0 3 =0
pa=0,2 ps=0,2
g2=10 g =0

Selanjutnya diperoleh

1+ 2(p2 +p3) + pa

Vp+1 = Vg +

6
0,2+2(0,240,2)4+0,2
V1 =g + ( )
6
—0 1,2
B 6
=0,2

Dari hasil penghitungan di atas dapat dilihat v(0,2) &~ v; = 0,2, dengan cara
yang sama langkah di atas diulang hingga diperoleh v(4) & v9y = 4, dan

G +22+ )+ @
6
0+2(0+0)+0
6

Zo+1 = 20 +

Z1 = 20

I

—

+
oo

=1

Dari hasil penghitungan di atas dapat dilihat 2(0,2) ~ z; = 1, dengan cara
yang sama langkah di atas diulang hingga diperoleh z(4) & 299 = 1.
Selanjutnya misalkan

sehingga persamaan (6.6) dapat ditulis 2(t) = u(t) + w; perhatikan bahwa

B —u(4)

w; = ’U(4) Vi,

selanjutnya substitusi § = —0,95 ,u(4) & ugg = —2, 782610122 dan
v(4) & vy = dkew;

(—0,95) — (—2, 782610122)
4
untuk wo = 0, 458152530 = 0, 458152530 = 0

w; =

v; = 0,45815253v;.

wy = 0,458152530; = 0, 458152530, 2
= 0, 091630506,
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dengan cara yang sama hitung hingga diperoleh wsg. Selanjutnya hitung z(t)
dengan cara:

u(t) + w;
u(0) 4+ wo
1,25+ 0
=1,25

8
—~
(=]
=

Il

dengan cara yang sama langkah di atas diulang hingga diperoleh
7(4) ~ To0 = —0,95.

Tabel 6.2.1: Solusi Aproksimasi {x;} = {u; + w;} untuk persamaan

(1) = — (1)

= t)+1
1+t2x (&) +

2
1+

T oy =y . ey,
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Gambar 3.1: Solusi Aproksimasi {z;} = {u; + w;} untuk persamaan

2t
= t
etdQ)

2" (t) z(t) +1

2
1+41¢2

4. Kesimpulan

Berdasarkan hasil yang diperoleh pada bab pembahasan, dapat disimpulkan bahwa
metode shooting dapat dijadikan sebagai salah satu alternatif dalam menyelesaikan
masalah nilai batas. Metode yang merupakan langkah penyelesaian secara numerik
ini diaplikasikan dengan cara mereduksi masalah nilai batas menjadi masalah nilai
awal. Selanjutnya masalah nilai awal tersebut diselesaikan dengan menggunakan
metode Runge-Kutta orde empat untuk mendapatkan solusi masalah nilai batas.
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