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Abstrak. Bentuk geoid (bidang ekuipotensial bumi yang dianggap berhimpit den-
gan permukaan air laut rata-rata) yang tidak beraturan tidak memungkinkan untuk

melakukan perhitungan matematis. Oleh karena itu, sebagai representasi matematis dari

bentuk fisik bumi, digunakanlah elipsoida. Elipsoida yang digunakan sebagai model bumi
sering disebut dengan elipsoida referensi. Pada artikel ini, akan dijelaskan tentang penu-

runan geometri elipsoida bumi.

Kata Kunci : Geometri elipsoida, elipsoida referensi

1. Pendahuluan

Bentuk bumi telah menjadi perbincangan sejak lama. Menurut U.S Geological Sur-

vey Professional Paper 1395, bumi tidaklah berbentuk bola dan juga tidak sepenuh-

nya berbentuk elipsoida [3]. Namun, perhitungan matematis mengenai bumi lebih

tepat mengasumsikan bumi berbentuk elipsoida. Elipsoida yang digunakan sebagai

model bumi sering disebut dengan elipsoida referensi. Pada artikel ini akan dije-

laskan tentang penurunan geometri elipsoida bumi.

2. Geometri Elips dan Elipsoida

Sebelum membahas elipsoida bumi, akan dijelaskan dulu tentang geometri elips.

Elips adalah himpunan titik-titik yang mempunyai jumlah jarak yang konstan ter-

hadap dua titik tetap (disebut titik fokus). Bentuk umum persamaan elips diberikan

oleh

x2

a2
+
y2

b2
= 1, a, b > 0. (2.1)

Berikut dijelaskan penurunan dari persamaan elips (yang sebagian besar bersumber

dari [1]).

Perhatikan Gambar 1. Misalkan titik fokus elips tersebut adalah F = (−c, 0)

dan F ′ = (c, 0), sehingga FF ′ = 2c dengan FF ′ adalah jarak titik F ke F ′. Ambil

sebarang titik pada elips, misalkan titik H dengan koordinat (x, y). Berdasarkan

definisi elips, diperoleh

FH +HF ′ = konstan.
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Gambar 1. Contoh elips

Berdasarkan rumus jarak diperoleh

FH =
√

((x− (−c))2 + (y − 0)2

=
√

(x+ c)2 + y2, (2.2)

HF ′ =
√

(x− c)2 + (y − 0)2

=
√

(x− c)2 + y2. (2.3)

Misalkan nilai konstannya adalah 2a, maka

FH +HF ′ = 2a. (2.4)

Substitusikan (2.2) dan (2.3) ke (2.4), sehingga diperoleh

1 =
x2

a2
+

y2

a2 − c2
. (2.5)

Perhatikan segitiga FHF ′ pada Gambar 1. Salah satu sisi segitiga tersebut mem-

punyai panjang 2c yaitu jarak dari F ke F ′, dan jumlah dua sisi lainnya 2a.

Berdasarkan sifat segitiga, jelas bahwa 2a > 2c. Jadi berlaku

a2 − c2 > 0.

Karena a2 − c2 bernilai positif, maka dapat dimisalkan

a2 − c2 = b2.

Dengan demikian persamaan (2.5) menjadi

x2

a2
+
y2

b2
= 1.

Dari persamaan di atas, jelas bahwa titik (±a, 0) dan (0,±b) berturut-turut

adalah titik-titik perpotongan terhadap sumbu-x dan sumbu-y. Panjang sumbu-x

dan sumbu-y tidaklah sama. Sumbu terpanjangnya disebut dengan sumbu mayor,

sedangkan sumbu terpendeknya disebut dengan sumbu minor. Disini a dan b
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berturut-turut dinotasikan sebagai panjang dari setengah sumbu mayor dan seten-

gah sumbu minor dari elips.

Kemudian definisikan eksentriksitas (e) sebagai perbandingan antara jarak

dari titik pusat ke titik fokus dengan panjang setengah sumbu mayor elips, yaitu

Gambar 2. Elips

e =
c

a
.

Berdasarkan rumus Pythagoras pada segitiga siku-siku HOF ′ (lihat Gambar 2),

berlaku

a2 = b2 + c2

⇔ a2 = b2 + (ae)2

⇔ b2 = a2(1− e2)

⇔ b2

a2
= (1− e2). (2.6)

Selanjutnya definisikan penggepengan (f) sebagai perbandingan antara selisih

panjang setengah sumbu mayor dan sumbu minor dengan panjang setengah sumbu

mayor, yaitu

f =
a− b
a

. (2.7)

Selanjutnya akan dijelaskan penurunan dari persamaan elipsoida. Elipsoida

adalah model yang paling representatif untuk bumi. Elipsoida yang digunakan seba-

gai model bumi sering disebut dengan elipsoida referensi. Berikut dijelaskan penu-

runan dari persamaan elipsoida (sebagian besar diambil dari [4]).

Perhatikan Gambar 2. Misalkan pada bidang XOY terletak elips dengan per-

samaan {
z = 0
x2

a2 + y2

b2 = 1,
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Gambar 3. Contoh elipsoida

dan pada bidang Y OZ terletak elips dengan persamaan

{
x = 0
y2

b2 + z2

c2 = 1.

Kedua elips di atas mempunyai titik puncak yang sama pada sumbu-y.

Selanjutnya diberikan himpunan elips-elips yang dibangun dengan aturan seba-

gai berikut:

(1) Bidangnya selalu sejajar dengan bidang XOY .

(2) Titik pusatnya tetap pada sumbu-z.

(3) Dua dari titik puncaknya selalu terletak pada elips yang terletak pada bidang

Y OZ.

(4) Sebangun dengan elips yang terletak pada bidang XOY .

Jadi elips pada bidang Y OZ merupakan himpunan titik-titik puncak dari elips

yang dibangun dengan aturan-aturan di atas. Himpunan elips-elips tersebut mem-

bentuk bangun ruang yang kemudian dinamakan dengan elipsoida. Adapun per-

samaan elipsoida dapat diturunkan sebagai berikut. Pandang elips yang terletak

pada bidang z = γ dengan setengah sumbu-sumbunya adalah x0 dan y0 yang

berturut-turut sejajar dengan sumbu-x dan sumbu-y. Berdasarkan aturan 1, 2, dan

3, maka titik (0, y0, γ) terletak pada elips{
z = 0
y2

b2 + z2

c2 = 1,

sehingga memenuhi

y20
b2

+
γ2

c2
= 1
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atau

y20 = b2
(

1− γ2

c2

)
.

Dari aturan 1, 2, dan 4, berlaku

x0
y0

=
a

b

atau

x20 =
a2

b2
y20 =

a2

b2
b2
(

1− γ2

c2

)
= a2

(
1− γ2

c2

)
.

Jadi persamaan elips yang terletak pada bidang z = γ tersebut adalah{
z = γ
x2

x2
0

+ y2

y2
0

= 1,

atau z = γ
x2

a2
(
1− γ2

c2

) + y2

b2
(
1− γ2

c2

) = 1.
(2.8)

Dengan mengeliminasi γ pada persamaan (2.8), diperoleh persamaan

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1, (2.9)

yang merupakan persamaan elipsoida dengan titik pusat O dan sumbu-sumbunya

berimpit dengan sumbu-sumbu koordinat. Jika dua di antara a, b, dan c bernilai

sama, maka elipsoida tersebut merupakan suatu elipsoida putaran, yaitu elipsoida

yang terbentuk dari elips yang diputar 3600 terhadap salah satu sumbunya.

Sistem koordinat elipsoida dinyatakan dalam lintang dan bujur (λ, ϕ), dalam hal

ini λ berkorespondensi dengan sudut bujur bumi, sedangkan ϕ berkorespondensi

dengan sudut lintang bumi (lihat Gambar 3). Garis lintang pada elipsoida bumi

dapat didefinisikan setidaknya dengan tiga cara yang berbeda [5], yaitu garis lintang

geodetik/geografik yang diukur dengan sudut (ϕ); garis lintang geosentrik yang

diukur dengan sudut (φ); dan garis lintang reduksi yang diukur dengan sudut (β)

(lihat Gambar 3).

Hubungan antara lintang geodetik dengan lintang geosentrik diberikan oleh per-

samaan

tanϕ =
(a
b

)2
tanφ. (2.10)

Perhatikan kembali Gambar 3. Misalkan titik P mempunyai koordinat (x, y).

Dengan menotasikan PT = N , maka

x = OR = N cosϕ. (2.11)

Selanjutnya y dapat dihitung dengan

y = OR tanφ. (2.12)
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Gambar 4. Meridian elipsoida dan tipe garis lintang

Dengan mensubstitusikan persamaan (2.10), (2.11) dan (2.6) ke persamaan (2.12)

diperoleh

PR = OR
b2

a2
tanϕ

= N(1− e2) sinϕ. (2.13)

Selanjutnya, substitusikan (2.11) dan (2.12) ke persamaan (2.1), sehingga berlaku

x2

a2
+
y2

b2
= 1 (2.14)

⇔ N2

a2
cos2 ϕ+

N2(1− e2)2

b2
sin2 ϕ = 1

⇔ N =
a√

1− e2 sin2 ϕ
. (2.15)

Dalam hal ini N disebut jari-jari kelengkungan vertikal utama.

Gambar 5. Sistem koordinat elipsoida

Berikut akan diperlihatkan hubungan antara koordinat elipsoida dengan ko-

ordinat kartesius. Perhatikan Gambar 4. Untuk memproyeksikan setiap titik pada
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permukaan elipsoida terhadap sumbu X, Y , dan Z, diperlukan konversi sistem koor-

dinat elipsoida ke sistem koordinat kartesius. Jika titik yang dikonversikan terletak

pada permukaan elipsoida, misalkan titik P0, maka diperoleh

XP0
= x cosλ = NP0

cosϕ cosλ,

YP0
= x sinλ = NP0

cosϕ sinλ, (2.16)

ZP0 = y = NP0(1− e2) sinϕ,

dengan NP0
adalah jari-jari kelengkungan vertikal utama di titik P0 (nPP0) (lihat

Gambar 4). Nilai NP0
dapat ditentukan dari persamaan (2.14).

3. Model Elipsoida Bumi

Pandang bumi sebagai elipsoida yang terbentuk dari bidang putar elips, dimana

sumbu-z sebagai sumbu putar dengan panjang setengah sumbu mayor adalah a

(disebut jari-jari mayor) dan panjang setengah sumbu minor adalah b (disebut jari-

jari minor). Apabila elipsoida tersebut pusatnya terletak pada titik asal di R3, maka

dapat ditulis persamaannya dalam koordinat kartesius sebagai berikut:

SR = {(x, y, z) | x
2 + y2

a2
+
z2

b2
= 1, a, b > 0}. (3.1)

Hubungan antara koordinat elipsoida dengan koordinat kartesius diberikan oleh

X = N cosϕ cosλ,

Y = N cosϕ sinλ,

Z = N(1− e2) sinϕ, (3.2)

dengan 0 ≤ λ ≤ 2π, 0 ≤ ϕ ≤ π, N adalah jari-jari kelengkungan vertikal utama,

dan e adalah eksentriksitas.

Pada sistem elipsoida referensi WGS84 [2], panjang jari-jari mayor bumi adalah

a = 6378137 m dan penggepengan (flattening) f = 1/298.257223563. Kemudian

dengan menggunakan persamaan (2.7), diperoleh panjang jari-jari minor bumi

adalah b = a(1− f) ≈ 6356800 m.

Untuk menentukan posisi suatu tempat secara tepat di permukaan bumi, bi-

asanya digunakan garis geografi yang diakui secara internasional, yaitu garis lin-

tang dan garis bujur. Garis lintang dan garis bujur yang tepat berada pada 00

berturut-turut disebut dengan garis ekuator (ϕ = 00) dan garis Greenwich (λ = 00).

Menurut penamaannya, kelompok garis lintang yang berada di sebelah utara dan

selatan ekuator berturut-turut disebut dengan Lintang Utara (LU) dan Lintang

Selatan (LS), sedangkan kelompok garis bujur yang berada di sebelah timur dan

barat garis Greenwich berturut-turut disebut dengan Bujur Timur (BT) dan Bu-

jur Barat (BB). Masing-masing garis (lintang dan bujur) ditentukan secara tunggal

oleh besaran sudut. Jadi, dalam koordinat elipsoida dapat ditulis

ϕ =

{
p, p ∈ LU,
−p, p ∈ LS,
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dan

λ =

{
q, q ∈ BT,
−q, q ∈ BB.

4. Kesimpulan

Konversi sistem koordinat elipsoida bumi ke sistem koordinat kartesius diberikan

oleh hubungan berikut:

X = N cosϕ cosλ,

Y = N cosϕ sinλ,

Z = N(1− e2) sinϕ,

dimana ϕB dan λB berkorespondensi dengan koordinat lintang (p) dan bujur (q)

dengan ketentuan

ϕB =

{
p, p ∈ LU,
−p, p ∈ LS,

dan

λB =

{
q, q ∈ BT,
−q, q ∈ BB,

sedangkan N dan e berturut-turut menyatakan jari-jari kelengkungan vertikal

utama dan eksentriksitas.
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