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Abstrak. Graf G adalah pasangan himpunan (V, E) ditulis dengan notasi G = (V, E)
dalam hal ini V' adalah himpunan tak kosong titik dan E adalah himpunan sisi pada graf
G. Spektrum pada graf dapat ditentukan dengan mencari nilai eigen dan multiplisitas
suatu matriks yang dipresentasikan dari suatu graf. Dalam tulisan ini akan dicari spek-
trum graf bintang S, dan graf lengkap K, dengan mempresentasikan graf tersebut ke
dalam matriks ketetanggaan, matriks Laplace, matriks signless Laplace, matriks Laplace
dinormalisasi dan matriks ketetanggaan Seidel.

Kata Kunci: Matriks ketetanggaan, matriks Laplace, matriks signless Laplace, matriks
Laplace dinormalisasi, matriks ketetanggaan Seidel, spektrum graf

1. Pendahuluan

Perkembangan teori graf banyak didukung oleh berbagai cabang ilmu matematika
lain misalkan saja bidang aljabar. Kedua cabang ilmu tersebut, dapat dihubungkan
dengan mengkaji suatu graf melalui sifat-sifat aljabar yaitu dari representasi graf
dalam suatu matriks. Teori spektra graf merupakan penghubung yang memperte-
mukan teori graf dan aljabar linier. Pada teori spektra graf membahas hubungan
polinomial karakteristik, nilai eigen dan vektor eigen pada aljabar linier serta repre-
sentasinya dalam graf yaitu melalui perhitungan dari matriks ketetanggaan, matriks
Laplace, matriks signless Laplace, matriks Laplace dinormalisasi dan matriks kete-
tanggan seidel dalam graf.

Salah satu topik pada teori spektra graf yang akan dibahas adalah mengenai
spektrum graf. Pada materi tentang spektrum graf ini, didasarkan pada penen-
tuan nilai eigen dan multiplisitas masing-masing matriks suatu graf sehingga dapat
diperoleh spektrum dari suatu graf tertentu.

2. Representasi Graf Dalam Matriks

Graf tidak hanya dipresentasikan dalam bentuk gambar tetapi dapat juga dipresen-
tasikan dalam bentuk matriks. Berikut ini adalah lima matriks yang dapat digu-
nakan untuk menentukan spektrum suatu graf sederhana dan tidak berarah.

Definisi 2.1. [5] Misalkan G adalah suatu graf sederhana dan tidak berarah den-
gan n simpul dan D merupakan matriks diagonal dengan entri-entrinya merupakan
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derajat simpul pada graf G.

e Matriks ketetanggaan untuk G adalah matriks simetri A = [a;;], dengan

1, jika v; dan v; bertetangga;
ij = . 2.1
g {O, lainnya. 2.1)
o Matriks Laplace untuk G adalah matriks L = D — A = [l;5], dengan
d(vi)a ]Zka =7,
lij =< =1, jika v; dan v; bertetangga; (2.2)

0, lainnya.
e Matriks signless Laplace untuk G adalah matriks Q = D+ A = [g;;], dengan
d(v;), jikai=j,
gi; = 4 1, jika v; dan v; bertetangga; (2.3)
0, lainnya.

o Matriks Laplace dinormalisasi untuk G adalah N = [n;;], dengan

1, jika i = 7,
= _7, iika v; dan v; bertetangga; 2.4
N ad 7 J j 99 (2.4)
0, lainnya.

o Matriks ketetanggaan Seidel untuk G adalah S = J—1—2A = [s;;], dimana
matriks J adalah matriks persegi dengan semua entrinya adalah satu), den-
gan

0, gikai=j,
sij =< —1, jika v; dan v; bertetangga; (2.5)
1, jika v; dan v; tidak bertetangga.

3. Persamaan Polinomial Karakteristik dan Spektrum Graf
Persamaan polinomial karakteristik suatu matriks A adalah sebagai berikut
det(A— M) =0. (3.1)

Skalar-skalar yang memenuhi persamaan 3.1 adalah nilai-nilai eigen A. Bentuk
umum dari persamaan karakteristik tersebut adalah

PN = A"+ N A" TR e (3.2)

dengan cy, co, ..., ¢, adalah koefisien-koefisien polinomial karakteristik.

Definisi 3.1. [3] Spektrum dari sebuah graf G adalah matriks dari nilai-nilai eigen
yang bersamaan dengan banyaknya multiplisitas dari nilai eigen tersebut, jika nilai
eigen dari suatu matriks tersebut adalah Ag > A1 > Ao > -+ > A,_1 dan banyak
multiplisitasnya adalah m(Xg), m(A1), m(Xa), -+ ,m(An—1) maka spektrum dari su-
atu graf G dapat ditulis

Spran(@ = (20 N

(Mo) m(A1) m(A2) -+ m(Ap_1) (3.3)
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4. Spektrum Graf Bintang S,, dan Graf Lengkap K, untuk n

bilangan Bulat dan n > 2

(1) Graf Bintang,.
(a) Matriks Ketetanggaan

Matriks ketetanggan dengan dua simpul sebagai berikut:

-2

Maka persamaan polinomial karakteristiknya adalah

0 = det(A; — A(S1))
- (sB3-L)
(33

=1
=A=1)(A+1)

Maka diperoleh akar-akar persamaan polinomial karakteristik adalah

)\1:1dan>\2:—1
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Berdasarkan Definisi 3.1 didapatkan spektrum graf bintang dengan dua
simpul untuk matriks ketetanggaan sebagai berikut:

Spektrum(Ss) = (1 _11>

Tabel 1. Nilai eigen dan multiplisitas matriks ketetanggaan untuk graf bintang S),

Banyak Simpul Persamaan Karakteristik Nilai Eigen Multiplisitas
2 A2 _1) =0 1 -1 11
3 A(N2 —2) =0 0 V2 -2 11 1
4 AZ2(A2 —3) =0 0 0 V3 -V3 2 1 1
5 M2 -4 =o0 00 0 Vi -4 3 1 1
6 A2 -5 =0 0 0 0 0 V5 -5 4 1 1
n A=DZ — 1) =0 [0 -0 Jo-D Jew-b | m-2 1

Berdasarkan Tabel 1 didapatkan spektrum untuk graf bintang dengan n

simpul untuk matriks ketetanggan sebagai berikut

Spektrum(Sy,) = (\/(71171) i 0 —

-2
(b) Matriks Laplace.

(n—1)
1

)

Berdasarkan Tabel 2 maka didapatkan spektrum graf bintang dengan n

simpul untuk matriks Laplace

n 1 0

Spektrum(Sy,) = (1 (n—2)1

)
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Tabel 2. Nilai eigen dan multiplisitas matriks Laplace untuk graf bintang S,

Banyak Simpul | Persamaan Karakteristik Nilai Eigen Multiplisitas
3 X(x - 2)=0 0 2 T 1
3 3O -1D (A -3)=0 0 1 3 T 1 1
4 AA—1DZX-4) =0 0 1 1 4 12 1
5 A(A—13 (A-5) =0 0 1 1 1 5 1 3 1
6 AX(A-DF(-6) =0 0 1 1 1 1 6 1 4 1
n AO0-1D""2 x-n)=0]0 1 1 --- 1 n 1(n—2) 1

(c) Matriks signless Laplace.

Tabel 3. Nilai eigen dan multiplisitas matriks signless Laplace untuk graf bintang S,

Banyak Simpul Persamaan karakteristik Nilai Eigen Multiplisitas
2 (A - 2)=0 0 2 T 1
3 AX-1) (A -3)=0 0 1 3 T 1 1
4 AA—12 (A-4)=0 0 1 1 4 1 2 1
5 AA—1D3 (A-5) =0 0 1 1 1 5 1 3 1
6 A(x-—DF(-6) =0 0 1 1 1 1 6 14 1
n AO0-1D""2 A _n)=0]0 1 1 --- 1 n |1 (n—2 1

Berdasarkan Tabel 3 maka didapatkan spektrum graf bintang dengan n
simpul untuk matriks signless Laplace sebagai berikut:

=1 )

(d) Matriks Laplace dinormalisasi.

Tabel 4. Nilai eigen dan multiplisitas matriks Laplace dinormalisasi untuk graf bintang S,

Banyak Simpul Persamaan Karakteristik Nilai Eigen Multiplisitas
2 X(A-2)= 0 0 2 T 1
3 X2-1) (A-2) =0 0 1 2 T 11
4 A(A—1)Z (A-2)=0 0 1 1 2 1 2 1
5 A(A—1)3 (A-2)=0 0 1 1 1 2 1 3 1
6 A -—nDTo-2)=0 0 1 1 1 1 2 14 1
n AO0-D""2D x-2=0 |0 11 --- 1 2| 1 (n—2) 1

Berdasarkan Tabel 4 maka didapatkan spektrum untuk graf bintang den-
gan n simpul untuk matriks Laplace dinormalisasi sebagai berikut:

2 1 0
Spektrum(S,,) = (1 (n—2) 1)

(e) Matriks Ketetanggan Seidel.
Berdasarkan Tabel 5 didapatkan spektrum graf bintang dengan n simpul
untuk matriks ketetanggaan Seidel sebagai berikut:

n—1

-1
1 n—1

Spektrum(Sy,) = (



Tabel 5. Nilai Eigen dan Multiplisitas Matriks Ketetanggaan Seidel untuk graf Bintang S,

Spektrum Beberapa Graf Sederhana

Banyak Simpul Persamaan karakteristik

Nilai Eigen

Multiplisitas

2 22— 1)=0 11 11
3 A+1DZ (A—2)=0 1 -1 2 2 1
4 A+1D)3 (A—3) =0 1 -1 -1 3 3 1
5 A+DF -4 =0 1 -1 -1 -1 4 4 1
6 (A+1D°P (A—5) =0 1 1 -1 -1 -1 5 5 1

n (A +1)(n=1) (>.\7(n71))=0 SRS (nfll) 1

(2) Graf Lengkap K,

(a) Matriks Ketetanggaan. Matriks ketetanggan dengan dua simpul sebagai
berikut:

=[]

Maka persamaan polinomial karakteristiknya adalah

det( N\ — A(K>)) =
e (3o - [?é)
oo (53] [1a]) =
)
-1
1)

A —1]
det([ 1)

(A - )(

Sehingga diperoleh akar-akar persamaan karakteristiknya

A1 =1dan Ay = —1

Berdasarkan Definisi 3.1 didapatkan spekkrum graf lengkap dengan dua
simpul untuk matriks ketetanggan sebagai berikut :

Spektrum(Ks) = <i _11>

Tabel 6. Nilai eigen dan multiplisitas matriks ketetanggaan untuk graf lengkap K,

Banyak Simpul Persamaan karakteristik Nilai Eigen Multiplisitas

2 A2 —1)=0 11 11
3 A+ 1)2 (A —2)=0 EEE) 1
4 A+1)3 (A—3)=0 1 -1 -1 3 3 1
5 A+ DT o9 =0 1 -1 -1 -1 4 4 1
6 A+ A—5)=0 1 -1 -1 -1 -1 5 5 1

0+ D G —(n-1) =0

(n—1) 1
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Dari Tabel 6 maka didapatkan spektrum graf lengkap dengan n simpul
untuk matriks ketetanggaan sebagai berikut:

Spectrum(K,) = <n I 1 n_—11>

(b) Matriks Laplace.

Tabel 7. Nilai eigen dan multiplisitas matriks Laplace untuk graf lengkap K,

Banyak Simpul | Persamaan karakteristik Nilai Eigen Multiplisitas
2 3O —2)=0 0 2 T 1
3 2O —3)2 =0 0 3 3 12
4 A(A—4)3 =0 0 4 4 4 1 3
5 A(x -5t =0 0 5 5 5 5 1 4
6 AXA—6)5 =0 0 6 6 6 6 6 1 5
n A(x —n)(n—1) — o 0 n n --- =n 1 (n—1)

Dari Tabel 7 didapatkan spektrum graf lengkap dengan n simpul untuk
matriks Laplace sebagai berikut:

Spektrum(Ky,) = ( (HT_’ ) ‘i)

(c) Matriks Signless Laplace.

Tabel 8. Nilai eigen dan multiplisitas matriks signless Laplace untuk graf lengkap K,

Banyak Simpul Persamaan karakteristik Nilai Eigen Multiplisitas
2 (> —2)=0 0 2 T 1
3 A-—DZO+4H)=0 11 4 2 1
4 (A —2)3 (A+6) =0 2 2 2 6 3 1
5 a-3)TO+8) =0 3 3 3 3 8 4 1
6 (A -5 (Af+10) =0 4 4 4 4 4 10 5 1
n A—(n—2)""1) (A —2(n—-1)) =0 | (n—2) - (n—2)2(n—1) (n—1) 1

Berdasarkan Tabel 8 didapatkan spektrum graf lengkap dengan n simpul
untuk matriks signless Laplace sebagai berikut:

Spektrum(K,,) = (2(”1— 1) (Z - i))

(d) Matriks Laplace Dinormalisasi.
Berdasarkan Tabel 9 maka didapatkan spektrum untuk graf lengkap K,
dengan n simpul sebagai berikut:

Spektrum(K,) = | (n—1) 0
(n—=1)1

(e) Matriks Ketetanggaan Seidel.
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Tabel 9. Nilai eigen dan multiplisitas matriks Laplace dinormalisasi untuk graf lengkap K,

Banyak Simpul | Persamaan Karakteristik Nilai Eigen Multiplisitas
3 X — 2)= 0 0 2 T 1
3, 33
3 A= )2 =0 o = = 12
2 2 2
15 T 171
4 AA— )3 =0 o - - - 103
3 3 _3_3
Ea 5555
5 A= )t =0 o - - 2 Z 14
4 4 4 4 4
T 56 6 6 6
6 Ax— )5 =0 o > 2 2 &0 1 s
5 5 5 5 5 5
T 7 T
n AN — yn=1) =9 | o 1 (n—1)
(n —1) (n —1) (n —1)

Tabel 10. Nilai eigen dan multiplisitas matriks ketetanggaan seidel untuk graf lengkap K,

Banyak Simpul Persamaan karakteristik Nilai Eigen Multiplisitas
2 O+ (x—D=0 11 T 1
3 A+2)A-—1Z =0 2 1 1 1 2
4 (A +3)(A—1)2 =0 3 1 1 1 1 3
5 x+4) x-—Dr =0 4 1 1 1 1 1 4
6 (A+5 A—1D> =0 5 1 1 1 1 1 1 5
n Af+(n—1)) ((A—D"=Dy—0 | —(n—-1) 1 1 -.. 1 1 (n—1)

Dari Tabel 10 didapatkan spektrum untuk graf lengkap dengan n simpul
untuk matriks ketetanggaan Seidel sebagai berikut:

Spectrum(K,) = <_(n1_ Y (ni 1))

5. Kesimpulan

Setelah dilakukan perhitungan untuk menentukan spektrum graf bintang S, dan
graf lengkap K, dengan menggunakan matriks ketetanggaaan, matriks Laplace,
matriks signless Laplace, matriks Laplace dinormalisasi dan matriks ketetanggaan
seidel maka diperoleh bentuk umum spektrum dari graf bintang S,, dan graf lengkap
K,, untuk n bilangan bulat dan n > 2 sebagai berikut:

Tabel 11. Spektrum Graf Bintang S,

Matriks Nilai eigen Multiplisitas
Ketetanggaan (n—1) 0 —y/(n—1) 1 (n—2) 1
Laplace n_ 1 0 1 (n—2) 1
signless Laplece n 1 0 1 (n—2) 1
Laplace dinormalisasi 2 1 0 1 (n—2) 1
ketetanggaan Seidel (n—1) -1 T (n— 1)
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