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Abstrak. Dalam tulisan ini akan dikaji syarat perlu dan syarat cukup untuk memeriksa

kepositifan sistem deskriptor linier kontinu. Algoritma Shuffle diaplikasikan untuk men-

transformasi persamaan keadaan menjadi bentuk yang ekivalen sedemikian sehingga
syarat perlu dan syarat cukup dapat dibentuk. Beberapa contoh disajikan untuk

mengilustrasikan masalah utama.
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1. Pendahuluan

Secara umum, solusi sistem deskriptor linier kontinu dikatakan positif jika x(t) dan

y(t) adalah non-negatif. Sistem deskriptor linier dengan solusi non-negatif sering

digunakan dalam aplikasi, terutama dalam pemodelan matematika untuk masalah

biologi, elektro, ekonomi dan lain sebagainya. Oleh karena itu, kajian tentang ke-

positifan solusi sistem deskriptor linier kontinu menarik untuk dilakukan. Beberapa

penulis yang telah mengkaji kepositifan sistem deskriptor linier kontinu antara lain

adalah Virnik [1], T. Kaczorek [5], D.G Luenberger [6], dan Bru R [7]. Penentuan ke-

positifan sistem deskriptor linier kontinu yang masih dalam bentuk umum terkadang

sulit untuk dibentuk. Sistem deskriptor linier kontinu perlu ditansformasi menjadi

bentuk yang lebih sederhana namun tetap ekivalen. Penelitian ini menggunakan Al-

goritma Shuffle dalam menjawab masalah tersebut sedemikian sehingga penentuan

syarat perlu dan syarat cukup untuk memeriksa kepositifan sistem deskriptor linier

kontinu dapat dibentuk.

2. Sistem Deskriptor Linier Kontinu

Sistem deskriptor linier kontinu ditulis sebagai berikut.

Eẋ(t) = Ax(t) + Bu(t), x(0) = x0,

y(t) = Cx(t),
(2.1)
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dimana ẋ(t) = dx(t)
dt . Dalam sistem (2.1), x(t) ∈ Rn menyatakan vektor keadaaan,

u(t) ∈ Rm menyatakan vektor input (kontrol), y(t) ∈ Rp menyatakan vektor output,

A, E ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, dan C ∈ Rp×n. Untuk definisi notasi, lihat [4].

Definisi 2.1. [4] Sistem (2.1) dikatakan positif jika untuk setiap syarat awal kon-

sisten non-negatif x0 ∈ Rn
+ dan setiap input non-negatif u(t) ∈ Rm

+ sedemikian

sehingga u(k)(t) = dku(t)
dtk

∈ Rm
+ , k = 1, 2, · · · , (q − 1) berlaku x(t) ∈ Rn

+, dan y(t)

∈ Rp
+ untuk t > 0, dimana q adalah indeks pasangan matriks (E,A).

Definisi 2.2. [3] Suatu matriks bujursangkar A dikatakan matriks Metzler jika

aij ≥ 0, ∀ i 6= j. Himpunan matriks Metzler berukuran n× n ditulis Mn×n.

Teorema 2.3. [3] Misalkan A ∈ Rn×n. Maka eAt ≥ 0 untuk t ≥ 0 jika dan hanya

jika A adalah matriks Metzler.

3. Transformasi Sistem Deskriptor Menggunakan Algoritma

Shuffle

Algoritma Shuffle merupakan suatu metode untuk menyelesaikan suatu sistem

deskriptor (2.1) dengan memanfaatkan rangkaian operasi baris elementer (OBE),

lihat [4]. Cara kerja Algoritma Shuffle adalah dengan menyusun sistem (2.1) dalam

array berikut

E A B. (3.1)

Jika E adalah singular, maka lakukan operasi baris elementer sedemikian sehingga

diperoleh array berikut:

E1 A1 B1

0 A2 B2.
(3.2)

Dari array (3.2) diperoleh persamaan:

E1ẋ(t) = A1x(t) + B1u(t)

0 = A2x(t) + B2u(t). (3.3)

Turunkan persamaan kedua pada (3.3) terhadap t, diperoleh:

A2ẋ(t) = −B2u̇(t). (3.4)

Persamaan (3.3) dan (3.4) dapat dituliskan dalam bentuk[
E1

A2

]
ẋ(t) =

[
A1

0

]
x(t) +

[
B1

0

]
u(t) +

[
0

−B2

]
u̇(t) (3.5)

yang dapat disusun dalam array berikut:

E1 A1 B1 0

A2 0 0 −B2.
(3.6)
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Jika matriks

[
E1

A2

]
pada (3.5) adalah non-singular maka proses dihentikan, dan

solusi (2.1) dapat ditentukan dari persamaan diferensial berikut:

ẋ(t) =

[
E1

A2

]−1([
A1

0

]
x(t) +

[
B1

0

]
u(t) +

[
0

−B2

]
u̇(t)

)
. (3.7)

Namun, jika matriks

[
E1

A2

]
adalah matriks singular, lakukan operasi baris elementer

pada (3.6) sedemikian sehingga diperoleh array

E2 A3 B3 C1

0 A4 B4 C2.
(3.8)

Dari (3.8) diperoleh sistem persamaan

E2ẋ(t) = A3x(t) + B3u(t) + C1u̇(t)

0 = A4x(t) + B4u(t) + C2u̇(t). (3.9)

Turunkan persamaan kedua pada (3.9) terhadap t, diperoleh:

A4ẋ(t) = −B4u̇(t)− C2ü(t). (3.10)

Dengan cara yang sama, persamaan (3.9) dan (3.10) dapat dituliskan dalam bentuk[
E2

A4

]
ẋ(t) =

[
A3

0

]
x(t) +

[
B3

0

]
u(t) +

[
C1

−B4

]
u̇(t) +

[
0

−2

]
ü(t) (3.11)

yang dapat disusun dalam array

E2 A3 B3 C1 0

A4 0 0 −B4 −C2.
(3.12)

Jika matriks

[
E2

A4

]
adalah matriks non-singular maka proses dihentikan, dan diper-

oleh

ẋ(t) =

[
E2

A4

]−1([
A3

0

]
x(t) +

[
B3

0

]
u(t) +

[
C1

−B4

]
u̇(t) +

[
0

−C2

]
ü(t)

)
(3.13)

Jika matriks

[
E2

A4

]
adalah matriks singular, maka proses diteruskan dengan

mengikuti cara yang serupa. Namun, jika pada langkah ke (q−1) diperoleh matriks

non-singular, maka solusi sistem (2.1) dapat ditentukan dari persamaan differensial

ẋ(t) =

[
Eq−1

Aq+1

]−1([
Aq

0

]
x(t) +

[
Bq

0

]
u(t) +

[
Cq

0

]
u̇(t) + · · ·+

[
0

−Hq

]
uq−1(t)

)
(3.14)

atau dapat ditulis

ẋ(t) = Āx(t) + B̄0u(t) + B̄1u̇(t) + · · ·+ ¯Bq−1u
(q−1)(t)

y(t) = Cx(t). (3.15)
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dimana

Ā =

[
Eq−1

Aq+1

]−1 [
Aq

0

]
, B̄0 =

[
Eq−1

Aq+1

]−1 [
Bq

0

]
, · · · ,

B̄q−1 =

[
Eq−1

Aq+1

]−1 [
0

−Hq

]
,uk(t) = dku(t)

dtk
, k = 0, 1, 2, · · · , (q − 1).

4. Kriteria Kepositifan Sistem Deskriptor Linier Kontinu

Teorema 4.1. [4] Sistem deskriptor linier kontinu (3.15) adalah positif jika dan

hanya jika

Ā ∈Mn, B̄k ∈ Rn×m
+ , untuk k = 0, 1, · · · , q − 1, dan C ∈ Rp×n

+ . (4.1)

Bukti. (=⇒) Misalkan sistem (3.15) adalah positif. Akan dibuktikan bahwa Ā ∈
Mn, B̄k ∈ Rn×m

+ , untuk k = 0, 1, · · · , (q− 1), dan C ∈ Rp×n
+ . Karena (3.15) adalah

positif maka untuk setiap syarat awal non-negatif x0 ∈ Rn
+ dan untuk setiap input

u(t) ∈ Rm
+ sedemikian sehingga u(k)(t) = dku(t)

dtk
∈ Rm

+ , k = 1, 2, · · · , (q−1), berlaku

x(t) ∈ Rn
+, dan y(t) ∈ Rp

+ untuk t > 0, dimana q adalah indeks pasangan matriks

(E,A).

Misalkan u(k)(t) = 0, untuk k = 0, 1, · · · , (q − 1) dan t > 0, maka sistem (3.15)

menjadi

ẋ(t) = Āx(t). (4.2)

Solusi (4.2) adalah

x(t) = eĀtx0. (4.3)

Karena (3.15) adalah positif, maka Teorema 2.3 mengakibatkan bahwa Ā adalah

matriks Metzler, yaitu Ā ∈Mn.

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa B̄k ∈ Rn×m
+ , untuk k = 0, 1, · · · , (q − 1).

Perhatikan kembali sistem (3.15). Solusi (3.15) adalah

x(t) = eĀsx(0) +

∫ t

0

[
B̄0u(s) + B̄1u̇(s) + · · ·+ B̄q−1u

(q−1)(s)
]
ds

(4.4)

Karena sistem (3.15) adalah positif, maka x(t) adalah positif. Akibatnya, untuk

x0 = 0, kepositifan x(t) mengakibatkan B̄k ∈ Rn×m
+ , untuk k = 0, 1, · · · , (q − 1).

Terakhir, akan ditunjukkan bahwa C ∈ Rp×n
+ . Perhatikan persamaan kedua pada

(3.15). Karena x(t) ∈ Rn
+ dan y(t) ∈ Rp

+ maka haruslah C ∈ Rp×n
+ .

(⇐=) Misalkan Ā ∈Mn, B̄k ∈ Rn×m
+ , untuk k = 0, 1, · · · , (q−1), dan C ∈ Rp×n

+ .

Akan ditunjukkan bahwa sistem (3.15) adalah positif, yaitu dengan menunjukkan

x(t) ∈ Rm
+ , dan y(t) ∈ Rp

+, untuk t > 0, untuk setiap syarat awal non-negatif

x0 ∈ Rn
+, dan untuk setiap input u(t) ∈ Rm

+ , dengan u(k)(t) = dku(t)
dtk

∈ Rm
+ ,

k = 1, 2, · · · , (q − 1).

Andaikan x(t) /∈ Rn
+, maka untuk u(t) = 0, t > 0, dan x0 ∈ Rn

+, sistem (1.16)

menjadi

ẋ(t) = Āx(t). (4.5)
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Karena Ā ∈Mn, maka berdasarkan Teorema 2.3, solusi (4.5) yaitu

x(t) = eĀtx0, (4.6)

adalah non-negatif. Hal ini kontradiksi dengan pengandaian bahwa x(t) /∈ Rm
+ . Jadi,

haruslah x(t) ∈ Rn
+. Selanjutnya, karena C ∈ Rp×n

+ , maka y(t) ∈ Rp
+.

Akibat 4.2. [4] Sistem deskriptor linier kontinu (3.15) positif jika dan hanya jika[
Eq−1

Aq+1

]−1 [
Aq

0

]
∈Mn,

[
Eq−1

Aq+1

]−1 [
Bq

0

]
∈ Rn×m

+ ,

· · · ,
[
Eq−1

Aq+1

]−1 [
0

−Hq

]
∈ Rn×m

+ . (4.7)

Bukti. Karena solusi dari sistem (2.1) adalah juga merupakan solusi dari (3.15),

maka berdasarkan Teorema 2.3 disimpulkan bahwa sistem (2.1) adalah positif jika

dan hanya jika (4.2) dipenuhi.

5. Contoh

Diberikan sistem deskriptor linier kontinu berikut0 1 0

0 −1 0

0 0 1

 ẋ(t) =

1 0 0

0 1 0

0 1 0

x(t) +

 0 0

−1 0

0 1

u(t)

y(t) =

[
1 1 0

0 1 0

]
x(t) (5.1)

Array E A B untuk sistem (5.1) adalah

0 1 0 | 1 0 0 | 0 0

0 −1 0 | 0 1 0 | −1 0

0 0 1 | 0 1 0 | 0 1

(5.2)

Dengan melakukan proses Algoritma Shuffle diperoleh

0 1 0 | 1 0 0 | 0 0 | 0 0

0 0 1 | 0 1 0 | 0 1 | 0 0

1 1 0 | 0 0 0 | 0 0 | 1 0.

(5.3)

Karena matriks [
E1

A2

]
=

0 1 0

0 0 1

1 1 0

 (5.4)

adalah nonsingular maka proses Algoritma Shuffle dihentikan. Dengan demikian,

diperoleh

ẋ(t) =

−1 0 0

1 0 0

0 1 0

x(t) +

0 0

0 0

0 1

u(t) +

1 0

0 0

0 0

 u̇ (5.5)
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Sistem deskriptor linier kontinu (5.5) adalah positif, karena(
E1

A2

)−1(
A1

0

)
=

−1 0 0

1 0 0

0 1 0

 (5.6)

Sementara itu, matriks

(
E1

A2

)−1(
B1

0

)
=

 0 0

0 0

0 1

 (5.7)

dan

(
E1

A2

)−1(
0

−B2

)
=

1 0

0 0

0 0

 (5.8)

adalah matriks non-negatif.
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