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Abstrak. Suatu pelabelan total (a, d)-sisi anti ajaib pada graf G dengan p merupakan
banyak titik pada graf G dan q merupakan banyak sisi pada graf G adalah suatu fungsi

bijektif f : V (G) ∪ E(G) → {1, 2, · · · , p + q} dikatakan pelabelan total (a, d)-sisi anti

ajaib pada graf G jika himpunan bobot sisi untuk semua sisi di G, yang dinotasikan
dengan W = {w(xy)|w(xy) = f(x) + f(y) + f(xy), ∀xy ∈ E(G)}. f dikatakan sebuah

pelabelan total (a, d)-sisi anti ajaib super dari graf G jika f(V ) = {1, 2, · · · , p} dan

f(E) = {p+ 1, p+ 2, · · · , p+ q}. Graf kubik Cn,2n,2n,2n,n merupakan suatu graf kubik
yang terdiri dari lima buah graf lingkaran yaitu graf C1

n, C
2
2n, C

3
2n, C

4
2n, dan C5

n dengan

n ≥ 3. Graf kubik Cn,2n,2n,2n,n tidak memiliki pelabelan total (a, d)-sisi anti ajaib super

untuk a dan d sebarang.

Kata Kunci : Pelabelan total sisi anti ajaib super, Fungsi bijektif, Graf kubik

Cn,2n,2n,2n,n

1. Pendahuluan

Teori graf adalah salah satu bagian dari ilmu matematika yang banyak digunakan

sebagai alat bantu untuk menggambarkan suatu persoalan agar lebih mudah di-

mengerti dan diselesaikan. Banyak cabang dalam teori graf salah satunya adalah

pelabelan. Pelabelan merupakan suatu pemetaan bijeksi yang memetakan unsur

himpunan titik dan unsur himpunan sisi ke bilangan bulat bulat positif yang dise-

but label. Dalam [3] pelabelan yang banyak dibahas adalah pelabelan titik (vertex

labeling), pelabelan sisi (edge labeling), dan pelabelan total (total labeling).

Dalam [1] pelabelan graf diperkenalkan juga pelabelan ajaib dan pelabelan anti

ajaib dimana pelabelan ajaib diperkenalkan oleh Sedlacek dan pelabelan anti ajaib

diperkenalkan oleh Hartsfield dan Ringel. Dalam pelabelan terdapat pelabelan (a, d)

anti ajaib, yaitu pelabelan dengan himpunan bobot titik/bobot sisi yang memben-

tuk barisan aritmatika dengan nilai awal a dan nilai beda d. Dalam tulisan ini

akan dibuat suatu graf baru yang dibentuk dari lima buah graf lingkaran, sehingga

membentuk suatu graf Cn,2n,2n,2n,n dengan n ≥ 3.
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2. Landasan Teori

Suatu graf G dinyatakan sebagai pasangan terurut himpunan (V,E), dimana V

adalah himpunan tidak kosong yang anggota-anggotanya dinamakan titik (vertex),

dan disebut himpunan titik(vertices). Sementara E adalah himpunan sisi (edges)

yang menghubungkan sepasang titik. Umumnya himpunan titik dari graf G dino-

tasikan dengan V (G) dan himpunan sisi dari graf G dinotasikan dengan E(G).

Banyaknya titik pada graf G adalah |V (G)| dan banyaknya sisi pada graf G adalah

|E(G)|. Jika banyaknya titik dan sisi dari graf G adalah p dan q maka dapat ditulis

|V (G)| = p dan |E(G)| = q [1].

Graf yang mempunyai banyaknya titik dan sisi yang berhingga disebut graf

hingga. Derajat (degree) adalah banyaknya sisi yang terkait dengan titik v, dera-

jat sebuah titik v pada graf G, dituliskan dengan deg(v). Suatu graf G = (V,E)

dikatakan graf reguler bila setiap titik pada graf G memiliki derajat yang sama [2].

Selanjutnya, suatu graf G dikatakan graf terhubung (connected graph) jika untuk

setiap pasang titik u, v ∈ V (G) terdapat suatu lintasan yang menghubungkan u dan

v, jika tidak demikian maka graf G disebut graf tidak terhubung [2]. Graf lingkaran

(cycle graph) adalah graf terhubung sederhana yang setiap titiknya berderajat dua.

Graf lingkaran dengan n titik dinotasikan dengan Cn, untuk n ≥ 3. Panjang dari Cn

adalah banyak sisi yang terdapat di Cn yaitu sebanyak n [2]. Berikut pada Gambar

1 diberikan contoh graf lingkaran.

Gambar 1. Graf Lingkaran Cn, 3 ≤ n ≤ 5

Graf Kubik adalah suatu graf terhubung yang setiap titiknya berderajat tiga,

sehingga graf kubik disebut juga dengan graf reguler, dimana setiap titik pada graf

kubik memiliki derajat yang sama. Selanjutnya, diberikan graf lingkaran dengan n

titik yang ditulis sebagai Cn, dengan n ≥ 3. Kemudian dibentuk graf kubik yang

terdiri dari lima buah graf lingkaran yaitu graf C1
n, C2

2n, C3
2n, C4

2n, dan C5
n dengan

n ≥ 3. Berikut Gambar 2 adalah graf kubik Cn,2n,2n,2n,n dengan n ≥ 3.

Suatu pelabelan dari graf G = (V,E) adalah pemetaan bijeksi dari himpunan

V (G) ∪ E(G) ke himpunan bilangan bulat positif V = {1, 2, ..., n}. Jika domain

dari pemetaan adalah sisinya saja maka pelabelan tersebut adalah pelabelan sisi

(edge labeling). Jika domainnya adalah titiknya saja disebut pelabelan titik (vertex

labelling), dan jika domainnya adalah titik dan sisi maka disebut pelabelan total

(total labeling) [1].

Jika suatu graf G memiliki bobot sisi atau bobot titik yang sama, maka pelabelan

pada graf G disebut pelabelan total ajaib. Jika suatu graf G memiliki bobot sisi atau

bobot titik yang semuanya berbeda, maka pelabelan pada graf G disebut pelabelan

total anti ajaib. Jika semua sisi mempunyai bobot sisi yang berbeda dan himpunan
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Gambar 2. Graf kubik Cn,2n,2n,2n,n, n ≥ 3.

bobot sisi dari semua sisi membentuk barisan aritmatika, dengan suku pertama a

dan beda d maka pelabelan tersebut dinamakan pelabelan total (a, d)-sisi anti ajaib

[1].

2.1. Pelabelan Total (a, d) Sisi Anti Ajaib Super

Berdasarkan [1], jika graf G dapat dilabeli dengan pelabelan anti ajaib maka G

disebut graf anti ajaib. Misalkan suatu graf G memiliki banyak titik p dan banyak

sisi q, sebuah fungsi bijeksi f : V (G)∪E(G)→ {1, 2, · · · , p+q} dikatakan pelabelan

total (a, d) sisi anti ajaib pada graf G jika himpunan bobot sisi untuk semua sisi

di G, W = {w(xy)|w(xy) = f(x) + f(y) + f(xy),∀xy ∈ E(G)}, dapat ditulis

sebagai W = {a, a + d, · · · , a + (q − 1)d} untuk suatu a > 0 dan d ≥ 0 dengan

suku pertama a dan beda d. Berdasarkan definisi bobot sisi yang sama pelabelan

total (a, d)-sisi anti ajaib dari graf G dikatakan super jika f(V ) = {1, 2, · · · , p} dan

f(E) = {p + 1, p + 2, · · · , p + q} [5].

Pada [4], Simanjuntak dkk. menemukan bahwa untuk suatu graf dengan setiap

titiknya berderajat ganjil tidak memiliki pelabelan total (a, d)-sisi anti ajaib untuk

a dan d keduanya genap seperti pada teorema berikut.

Teorema 2.1. [4] Suatu graf G dengan seluruh titiknya berderajat ganjil tidak

memiliki pelabelan total (a, d)-sisi anti ajaib untuk a dan d keduanya genap.

3. Pelabelan Total Sisi anti ajaib Super pada Graf Cn,2n,2n,2n,n

Pada Teorema 3.1 berikut dinyatakan bahwa graf kubik Cn,2n,2n,2n,n akan memiliki

pelabelan total (a, d)-sisi anti ajaib super untuk d ∈ {0, 1, 2}.

Teorema 3.1. Jika graf kubik Cn,2n,2n,2n,n untuk n ≥ 3 memiliki pelabelan total

(a, d)-sisi anti ajaib super maka d ∈ {0, 1, 2}.

Bukti. Misalkan G adalah graf kubik Cn,2n,2n,2n,n dengan n ≥ 3. Banyak titik

dan banyak sisi dari graf G adalah |V (G)| = 8n dan |E(G)| = 12n. Berdasarkan
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banyak titik dan banyak sisi dari graf G tersebut dapat didefinisikan pelabelan sisi

anti ajaib super pada graf G adalah f : V (G) ∪ E(G) → {1, 2, · · · , 20n} dengan

f(V (G)) = {1, 2, · · · , 8n} merupakan label titik pada graf G dan f(E(G)) = {8n+

1, 8n + 2, · · · , 20n} merupakan label sisi pada graf G. Selanjutnya akan ditentukan

nilai beda dari bobot sisi d sehingga himpunan bobot sisi:

W = {w(xy)|w(xy) = f(x) + f(y) + f(xy), xy ∈ E(G)}

dapat dinyatakan sebagai suku-suku pada barisan aritmatika yang terbentuk dengan

bobot sisi minimum a dan beda d, yaitu:

W = {a, a + d, a + 2d, · · · , a + (12n− 1)d}.

Perhatikan bahwa, untuk bobot sisi minimum yang mungkin pada pelabelan f

adalah

8n + 4 ≤ a,

dan untuk bobot sisi maksimum yang mungkin pada pelabelan f adalah

a + (12n− 1)d ≤ 36n− 1,

sehingga diperoleh

8n + 4 + (12n− 1)d ≤ 36n− 1,

(12n− 1)d ≤ 36n− 1− 8n− 4,

(12n− 1)d ≤ 28n− 5.

Perhatikan bahwa, untuk n ≥ 3 berlaku

28n− 5 < 36n− 3,

sehingga didapatkan

d ≤ 28n− 5

12n− 1
<

36n− 3

12n− 1
,

d < 3.

Sehingga, dapat diperoleh bahwa apabila graf G memiliki pelabelan total(a, d)-sisi

anti ajaib super maka d ∈ {0, 1, 2}.

Teorema 3.2 berikut didapatkan dari penjabaran Teorema 2.1, yaitu suatu graf

Cn,2n,2n,2n,n, n ≥ 3 dengan seluruh titiknya berderajat ganjil, deg(v) = 3,∀v ∈
V (Cn,2n,2n,2n,n), dimana deg(v) adalah derajat dari titik v tidak memiliki pelabelan

total (a, d)-sisi anti ajaib untuk a dan d sebarang.

Teorema 3.2. Misal terdapat graf Cn,2n,2n,2n,n dengan n ≥ 3, n sebarang. Maka

graf tersebut tidak memiliki pelabelan total (a, d)-sisi anti ajaib untuk a dan d se-

barang.

Bukti. Misalkan p = 8n dan q = 12n dimana p dan q masing-masing adalah

banyak titik dan banyak sisi dari graf G. Andaikan graf G memiliki pelabelan total



Pelabelan Total Sisi Anti Ajaib Super Pada Graf Kubik Cn,2n,2n,2n,n 29

(a, d)-sisi anti ajaib f . Berdasarkan pelabelan tersebut, maka jumlah semua bobot

sisi dari graf G adalah∑
uv∈E(G)

w(uv) =

12n−1∑
i=0

(a + id) = a12n +
12n(12n− 1)d

2
. (3.1)

Dalam perhitungan bobot sisi dari graf Cn,2n,2n,2n,n, setiap label sisi digunakan satu

kali dan label titik digunakan sebanyak tiga kali, karena titik pada graf Cn,2n,2n,2n,n

memiliki derajat tiga. Jumlah dari semua label titik dan label sisi digunakan untuk

menghitung bobot sisi yaitu

20n∑
j=1

j + (3− 1)

8n∑
i=1

f(vi) =
(20n)(20n + 1)

2
+ 2(1 + 2 + · · ·+ 8n).

(3.2)

Karena graf Cn,2n,2n,2n,n memiliki pelabelan total (a, d)-sisi anti ajaib maka akan

diperoleh persamaan sebagai berikut

a12n +
12n(12n− 1)d

2
=

(20n)(20n + 1)

2
+ 2(1 + 2 + · · ·+ 8n),

atau

a + 6n(12n− 1)d =

(
(20n)(20n + 1)

2
+ 2(1 + 2 + · · ·+ 8n)

)
1

12n
. (3.3)

Akan dibuktikan bahwa pengandaian graf Cn,2n,2n,2n,n memiliki pelabelan total

(a, d)-sisi anti ajaib adalah salah, yaitu dengan menunjukkan bahwa Persamaan

(3.3) tidak berlaku.

Berikut adalah penjabaran dari sisi kanan Persamaan (3.3)(
(20n)(20n + 1)

2
+ 2(1 + 2 + · · ·+ 8n)

)
1

12n
, n ≥ 1

=

(
(20n)(20n + 1)

2
+

2(8n)(8n + 1)

2

)
1

12n
, n ≥ 1

=

(
400n2 + 20n + 16n(8n + 1)

2

)
1

12n
, n ≥ 1

=
528n2 + 36n

2
.

1

12n
, n ≥ 1

=
528n2 + 36n

24n
, n ≥ 1

= 22n +
3

2
, n ≥ 1. (3.4)

Berdasarkan Persamaan (3.4) didapatkan bahwa sisi kanan dari Persamaan (3.3)

tidak menghasilkan bilangan bulat untuk n ≥ 3, n sebarang. Sehingga Persamaan

tersebut tidak berlaku karena sisi kiri Persamaan (3.3) menghasilkan bilangan bulat

untuk sebarang a dan d. Oleh karena itu, pengandaian bahwa graf Cn,2n,2n,2n,n

dengan n ≥ 3 memiliki pelabelan total (a, d)-sisi anti ajaib untuk a dan d sebarang

adalah salah.
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4. Kesimpulan

Suatu graf kubik Cn,2n,2n,2n,n dengan n ≥ 3 adalah suatu graf kubik yang terdiri

dari lima buah graf lingkaran yaitu graf C1
n, C2

2n, C3
2n, C4

2n, dan C5
n dengan n ≥ 3,

sehingga diperoleh bahwa graf kubik Cn,2n,2n,2n,n dengan n ≥ 3 tidak memiliki

pelabelan total (a, d)-sisi anti ajaib untuk a dan d sebarang. Oleh karena itu, graf

kubik Cn,2n,2n,2n,n tidak memiliki pelabelan total (a, d)-sisi anti ajaib super, dimana

a dan d sebarang.
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