Jurnal Matematika UNAND
Vol. 2 No. 2 Hal. 35 — 43

ISSN : 2303-291X
©Jurusan Matematika FMIPA UNAND

PRINSIP MONOMIALITY DAN FUNGSI EIGEN DARI
OPERATOR DIFERENSIAL

ADE FITRI, EFENDI

Program Studi Matematika,
Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Universitas Andalas,
Kampus UNAND Limau Manis Padang, Indonesia,
nte.ndee@gmail.com

Abstrak. Let Ap,(z) = apn(x), where A is the differential operator, « is constant, and
polynomial py (z) as the eigenfunction, has nontrivial solution, In this journal, the mono-
miality principle can be used to determine the eigenfunction of the differential operator.
Moreover, some special polynomials are given and some eigenfunctions of differensial
operator will be determined.
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1. Pendahuluan

Polinomial (suku banyak) merupakan jumlah dari koefisien dengan variabel
x berpangkat bilangan bulat positif, dimana operasi yang berlaku adalah penjum-
lahan, pengurangan, perkalian dan pemangkatan dengan bilangan bulat positif.
Operator adalah suatu transformasi yang mengubah suatu fungsi menjadi fungsi
lain. Banyak jenis operator salah satunya adalah operator diferensial. Operator D
dengan notasi %,
ensial beroperasi terhadap polinomial menghasilkan polinomial tersebut dikalikan
dengan konstanta, maka polinomial itu disebut fungsi eigen (eigenfunction) dari
operator diferensial.

Hal yang dibahas dalam makalah ini adalah menemukan fungsi eigen dari
operator diferensial yang bentuk fungsinya adalah polinomial, yaitu dengan menge-
tahui sifat-sifat dari polinomial setelah beroperasi dengan operator diferensial. Prin-
sip monomiality mengkaji sifat-sifat dari polinomial sehingga prinsip ini memu-
ngkinkan untuk menemukan fungsi eigen dari operator diferensial.

merupakan contoh dari operator diferensial. Jika operator difer-

2. Prinsip Monomiziality

Himpunan polinomial {p,(z),en} disebut himpunan quasimonomial jika
terdapat dua buah operator P dan M, yakni operator derivative dan operator

multiplication, yang diidentitaskan dengan P(p,(z)) = np,—1(z), dan

M (pn(z)) = pn+i1(x). Kedua aturan ini dinamakan dengan prinsip monomiality

[5]-
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3. Pembahasan

Dari prinsip monomiality dapat diperoleh beberapa sifat berikut ini [5, 6]:
a. Operator MP beroperasi terhadap polinomial p,,(x)
Mp(pn(lf)) = M(np7z—1(I)) - npn(:r)

b. Polinomial p, (x) bisa dikontruksi sebagai berikut :

pn(x) = M"po(x).

Jika po(x) = 1, polinomial p, (z) dapat dikontruksi menjadi

pr(x) =M™ (1).

3.1. Fungsi Figen dari Operator Laguerre Derivative

Bentuk umum dari Laguerre derivative yaitu

d, d
D, = DxD = —(z—) = D + zD?.
L r d:z:(xd:r> T

Untuk setiap n bilangan bulat positif, fungsi eksponensial nLaguerre didefinisikan
sebagai berikut [3]:

0 k

en(z) = Z (k'l)qinﬂ

k=0

Teorema 3.1. [8] Fungsi eq(ax) adalah fungsi eigen dari operator Laguerre deriva-
tive, dimana a adalah bilangan real, atau dapat ditulis sebagai berikut

Dy, -e1(ax) = a-e1(ax).

Bukti.

Il
o~
S
Ea
—
~
[N~}
+
]
ol
—~
o~
|
—_
~—
S
Ea
8
(V)

Il
(7]
ol
+
o
—
o~
|
—
~—
N
IS
e




37

= aiakil G
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0 k
=ay aF = 5
i~ (kY
=a-ep(ax) U

Bentuk umum dari Laguerre derivative yaitu Dj, = D+xD?, sehingga diperoleh

Dy, = DxDxD = D(zD + 2°D?) = D + 32D? 4 2% D?,
dan

D-1yr = Dz...DxD = D(zD +2°D* + ...+ 2"~ 'D"")
= S(n,1)D + S(n,2)xD*+ ...+ S(n,h — 1)z""2D""1 + S(n, h)2"~' D"
+...+ S(n,n)z" D™,

di mana S(n,1),S(n,2),...,S(n,h —1),S(n,h),...,S(n,n) adalah bilangan Stirling
jenis kedua, S(n, k) [8]. Diperoleh juga rumusan sebagai berikut :

Dyr = Dx(D,—1y1)
= S(n,1)D + (S(n,1) +25(n,2))xD* + (S(n,2) + 3S(n,3))z*D* + ... +
(S(n,h —1) 4+ hS(n,h))z" D" + ...+ (S(n,n — 1) + nS(n,n))z" " D"
+S(n,n)z" D",

karena S(n + 1,k) = S(n,k — 1) + kS(n, k), dengan n, k € ZT maka

Dy =S(n+1,1)D + S(n+1,2)aD*+ S(n+1,3)2°D* 4+ ... + S(n + 1,h)z" ' D"
+.. 4+ S+ 1,n)z" D"+ S(n +1,n+ 1)z" D"

Teorema 3.2. [6,8] Fungsi e,(ax) adalah fungsi eigen dari operator Laguerre
derivative, di mana a adalah bilangan real, atau dapat ditulis sebagai berikut.

D, -en(az) = a-ey(ax).
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Bukti.
D, -en(ax) = DnL(Za —)
imo (k)

=[S(n+1,1)D+S(n+1,2)aD*+ ...+ S(n+ 1, h) h=1ph 4+ +

xk

S(n+1,n)z" D" + S(n+ 1,n+ 1)z"D" () a”
(n+1,m)2 (n Dz Z (k,)n+1>

2k
S(n+1,1)D Za n+1 )+ S(n+1,2 xDQZak n+1)+ .+

imo (K

S(n+1,h)z""1D" i n+1 .+ S(n+1,n)z"" D"
k=0
00 k o0 k
k:xi n n 2 D" 1 ak‘ri
(k;a (k!)"“HS( +1,n+1)z" D" (k; (k!)"+1)
o0 k—1 o k—1
= n ak v n — akxi
= 5( +1,1)(;k (k!)”+1)+5( + 1,2)(k:1k(k 1) (k!)”“) +...+
S(n+1 h)(ik(k—l) (k—(h—1))a* xk:H)Jr.. +
Pt (k)
Stn+1,n)Y k(k—1)...(k— (n—1))d* xk;) +
Pt (k!)
Stn+1,n+1)(> k(k—1)... (k—n)a* xk;)
Pt (k)

:i[S(n+1,1)k—|—S(n+1,2)k(l€—1)+...+S(n+1,h)

k=1

kk—1)...(k—(h=1)+...+Sn+1,n)k(k—1)...(k—(n—1)) +
.Z‘k_l

Sn+1,n+1)k(k - 1)(k_”)](akW)

karena 2" = >, _, S(n,k)[z], di mana (2] = z(z — 1)(z —2)..(x —k+1),n > 1
maka

k—1
T
n+1 k
D, - e,(ax) E k n+1

n+1 k z
- Zk 1)|)n+1
k—1
=a akbt v
; ((k—1)H"*



3.2. Fungsi Figen dari Operator Diferensial

Asumsikan a = 1 dan n = 1, maka Teorema 3.2 dapat diubah menjadi [6]:

[ee}

o
Dy, -e(x) = DxD( i :Z i
i=o (k1) = (
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Teorema 3.3. [6] Misalkan py(z) adalah himpunan polinomial, P dan M meru-

pakan operator derivative dan operator multiplication, maka

o pk(ﬂ?) = i)
P ) 2

k=0 k=0

pr ()

2 adalah fungsi eigen dari operator PMP.

sedemikian sehingga » 7~

Bukti.

PMP(:O 1’2’;5;?) - é (k1!)2 PN P(pi(x))
=§;“;24%Mﬁwum»
=3 G PG
= G )
§2Q:j$p%a@

- Ii( (kk—:_l;k' Vp(2)

Teorema 3.4. [6] Suatu fungsi eigen Y .-, Pe(@) - darg operator PMP ...

(k|)n+1
sebanyak n + 1 buah operator P, maka berlaku :

PNIP. MPZ p’“ p

kO kO

O

MP,
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Bukti.
n buah MP

pars (k')n+1

k"™ k.pr— 1
- Z k' 71+1
k" pr_a (
- Z k' n+1

=S (At )
k=0

(k+1)!

bl
< (k+ Dk!

Pr(T)

()" o)

4. Aplikasi pada Polinomial Khusus
4.1. Polinomial Hermite

Bentuk deret dari polinomial Hermite sebagai berikut :
(5] | ok
n!(2x)"
Hy(z) =Y (=)=
(@) kz:%( ) i =21
Formula rekursif dari polinom Hermite yaitu H,,+1(x) = 2¢0H,(x) —2nH,_1(z) dan
H, (x) = 2nH, _(x) maka diperoleh:

1d d
nH, A(2) = (5 ) Hu(2), () = (2 — ) Hy(a),
Jadi diperoleh dua buah operator P = %di dan M = 2z — di sehingga,
a0 1 d 1 d. d
PMP =-—+ — (22 — —) ()~
2dx + 4( dx)(dx)
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Maka berlaku Teorema 3.3 pada polinomial Hermite, yaitu sebagai berikut

[5]

s S (@), & e
PMP — e BT
(Z (n!)? ) Z (=1) kl(n — 2k)!n!
n=0 n=0 k=0
sehingga Y 07 ,)2 adalah fungsi Eigen dari operator PM P.

4.2. Polinomial Bessel

Bentuk deret dari polinomial Bessel sebagai berikut :

n )n+2k

Formula rekursif dari polinom Bessel yaitu Jy41(z) + Jo—1(z) = 22J,(z) dan
Jn-1(x) = Jny1(z) = 2J, () maka diperoleh :

d n d n
Jno1(x) = (% + ;)Jn(ﬂf), Jng1(z) = (*% + )H ().
Jadi diperoleh dua buah operator P = n% + %2 dan M = di = sehingga,
A aA 3(n —
pirp = Ly PO A P Db 1)
x

x? dx x3
Maka berlaku Teorema 3.3 pada polinomial Bessel, yaitu sebagai berikut

o0 )n+2k

=33 D

n=0 ! n=0 k=0

sehingga Y7 {:L‘()ﬂ) adalah fungsi eigen dari operator PM P.

P

4.3. Polinomial Laguerre

Bentuk deret dari polinomial Laguerre sebagai berikut :

n

n! e
Ln(z) =Y (-1)" kmx k)

k=0

Formula rekursif dari polinom Laguerre yaitu (n 4+ 1)Lny1(x) + nly_1(z) =
(2n+ 1 — 2)Ly(2) dan L, (x) = nLy(z) — nL,_1(z) maka diperoleh :

n+l-—x Tz d

d
Ly, —x—)L, L, = —)L .
nLy1(@) = (0= 27 ) La(@), Lona(w) = (T s ()
Jadi diperoleh dua buah operator P = n — as - dan M = ”;Lrilw + T—&-l% sehingga,

PMP =

d o sy Ao 3.d.s
n+1(n +n? —n’z+2% + (nz? —n’z+nx— 2x)dx+(2x ac)(dx) +x(dx)).
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Maka berlaku Teorema 3.3 pada polinomial Laguerre, yaitu sebagai berikut

. ~ n! ek
PMP(;) z:: 2 T

sehingga ZZOZO L(Z,()Iz) adalah fungsi eigen dari operator PMP.

4.4. Polinomial Legendre

Bentuk deret dari polinomial Legendre sebagai berikut :

(3]

w3

2n — 2k)!
P, _ -1 k ( n—2k
(z) k:o( Ty ey e T T

Formula rekursif dari polinomial Legendre yaitu nP,_1(z) = (nz+(1—2?) L) P, (z)
dan P,i1(z) = (x — (17;:”12) %zP (z). Jadi diperoleh dua buah operator P = na +
(1-2*)L dan M =z — %—E sehingga,
PPN 1 ] . d
PMP = 303 — dna® 4+ n’x + dna + (—n2xt +n?2? — na? + 921 — 1222 + 0+ 3)—

n+1 dx

d d
5 _ 1445 LAY 6 4 2 _ 1) %3y
+(7x x +7m)(dx) + (2° + 32" 4+ 32z )(dx) )

Maka berlaku Teorema 3.3 pada polinomial Laguerre, yaitu sebagai berikut

o0

P 2n — 2k)! n—2
PME( ZZ e n(k)!(n )Qk)l(n!)Z”” '

nO(' n=0 k=0

sehingga ZZO:O ](DZ,()@) adalah fungsi eigen dari operator PMP.

5. Kesimpulan

Prinsip monomiality adalah aturan-aturan dari operator P dan M yang berop-
erasi terhadap pohnomlal yang mana prinsip ini diadopsi dari aturan dari operator

D= d dan X := x yaitu operator derivative dan operator multiplication, yang
beroperam terhadap monomial, ", yang berlaku sebagai berikut
D(z") = na" !, X(z") = "1

Prinsip monomiality dapat digunakan untuk menemukan fungsi eigen dari
operator diferensial. Dari beberapa polinomial khusus yaitu polinomial Hermite,
polinomial Bessel, polinomial Laguerre dan polinomial Legendre, dapat juga dicari
fungsi eigen dari operator diferensial.
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