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Abstrak. Let Apn(x) = αpn(x), where A is the differential operator, α is constant, and

polynomial pn(x) as the eigenfunction, has nontrivial solution, In this journal, the mono-
miality principle can be used to determine the eigenfunction of the differential operator.
Moreover, some special polynomials are given and some eigenfunctions of differensial

operator will be determined.
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1. Pendahuluan

Polinomial (suku banyak) merupakan jumlah dari koefisien dengan variabel

x berpangkat bilangan bulat positif, dimana operasi yang berlaku adalah penjum-

lahan, pengurangan, perkalian dan pemangkatan dengan bilangan bulat positif.

Operator adalah suatu transformasi yang mengubah suatu fungsi menjadi fungsi

lain. Banyak jenis operator salah satunya adalah operator diferensial. Operator D̂

dengan notasi d
dx , merupakan contoh dari operator diferensial. Jika operator difer-

ensial beroperasi terhadap polinomial menghasilkan polinomial tersebut dikalikan

dengan konstanta, maka polinomial itu disebut fungsi eigen (eigenfunction) dari

operator diferensial.

Hal yang dibahas dalam makalah ini adalah menemukan fungsi eigen dari

operator diferensial yang bentuk fungsinya adalah polinomial, yaitu dengan menge-

tahui sifat-sifat dari polinomial setelah beroperasi dengan operator diferensial. Prin-

sip monomiality mengkaji sifat-sifat dari polinomial sehingga prinsip ini memu-

ngkinkan untuk menemukan fungsi eigen dari operator diferensial.

2. Prinsip Monomiality

Himpunan polinomial {pn(x)n∈N} disebut himpunan quasimonomial jika

terdapat dua buah operator P̂ dan M̂ , yakni operator derivative dan operator

multiplication, yang diidentitaskan dengan P̂ (pn(x)) = npn−1(x), dan

M̂(pn(x)) = pn+1(x). Kedua aturan ini dinamakan dengan prinsip monomiality

[5].
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3. Pembahasan

Dari prinsip monomiality dapat diperoleh beberapa sifat berikut ini [5, 6]:

a. Operator M̂P̂ beroperasi terhadap polinomial pn(x)

M̂P̂ (pn(x)) = M̂(npn−1(x)) = npn(x).

b. Polinomial pn(x) bisa dikontruksi sebagai berikut :

pn(x) = M̂np0(x).

Jika p0(x) = 1, polinomial pn(x) dapat dikontruksi menjadi

pn(x) = M̂n · (1).

3.1. Fungsi Eigen dari Operator Laguerre Derivative

Bentuk umum dari Laguerre derivative yaitu

DL = DxD =
d

dx
(x

d

dx
) = D + xD2.

Untuk setiap n bilangan bulat positif, fungsi eksponensial nLaguerre didefinisikan

sebagai berikut [3]:

en(x) =

∞∑
k=0

xk

(k!)
n+1 .

Teorema 3.1. [8] Fungsi e1(ax) adalah fungsi eigen dari operator Laguerre deriva-

tive, dimana a adalah bilangan real, atau dapat ditulis sebagai berikut

DL · e1(ax) = a · e1(ax).

Bukti.

DL · e1(ax) = (D + xD2)

∞∑
k=0

ak
xk

(k!)
2

= D(

∞∑
k=0

ak
xk

(k!)
2 ) + xD2(

∞∑
k=0

ak
xk

(k!)
2 )

=

∞∑
k=1

kak
xk−1

(k!)
2 +

∞∑
k=1

k(k − 1)ak
xk−1

(k!)
2

=

∞∑
k=1

(k + k(k − 1))ak
xk−1

(k!)
2

=

∞∑
k=1

k2ak
xk−1

(k!)
2
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DL · e1(ax) =

∞∑
k=1

k2ak
xk−1

(k(k − 1)!)
2

= a

∞∑
k=1

ak−1
xk−1

((k − 1)!)
2

= a

∞∑
k=0

ak
xk

(k!)
2

= a · e1(ax)

Bentuk umum dari Laguerre derivative yaitu DL = D+xD2, sehingga diperoleh

:

D2L = DxDxD = D(xD + x2D2) = D + 3xD2 + x2D3,

dan

D(n−1)L = Dx . . .DxD = D(xD + x2D2 + . . . + xn−1Dn−1)

= S(n, 1)D + S(n, 2)xD2 + . . . + S(n, h− 1)xh−2Dh−1 + S(n, h)xh−1Dh

+ . . . + S(n, n)xn−1Dn,

di mana S(n, 1), S(n, 2), ..., S(n, h− 1), S(n, h), ..., S(n, n) adalah bilangan Stirling

jenis kedua, S(n, k) [8]. Diperoleh juga rumusan sebagai berikut :

DnL = Dx(D(n−1)L)

= S(n, 1)D + (S(n, 1) + 2S(n, 2))xD2 + (S(n, 2) + 3S(n, 3))x2D3 + . . . +

(S(n, h− 1) + hS(n, h))xh−1Dh + . . . + (S(n, n− 1) + nS(n, n))xn−1Dn

+S(n, n)xnDn+1,

karena S(n + 1, k) = S(n, k − 1) + kS(n, k), dengan n, k ∈ Z+ maka

DnL = S(n + 1, 1)D + S(n + 1, 2)xD2 + S(n + 1, 3)x2D3 + . . . + S(n + 1, h)xh−1Dh

+ . . . + S(n + 1, n)xn−1Dn + S(n + 1, n + 1)xnDn+1.

Teorema 3.2. [6, 8] Fungsi en(ax) adalah fungsi eigen dari operator Laguerre

derivative, di mana a adalah bilangan real, atau dapat ditulis sebagai berikut.

DnL · en(ax) = a · en(ax).
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Bukti.

DnL · en(ax) = DnL(

∞∑
k=0

ak
xk

(k!)
n+1 )

= [S(n + 1, 1)D + S(n + 1, 2)xD2 + . . . + S(n + 1, h)xh−1Dh + . . . +

S(n + 1, n)xn−1Dn + S(n + 1, n + 1)xnDn+1](

∞∑
k=0

ak
xk

(k!)
n+1 )

= S(n + 1, 1)D(

∞∑
k=0

ak
xk

(k!)
n+1 ) + S(n + 1, 2)xD2(

∞∑
k=0

ak
xk

(k!)
n+1 ) + . . . +

S(n + 1, h)xh−1Dh(

∞∑
k=0

ak
xk

(k!)
n+1 ) + . . . + S(n + 1, n)xn−1Dn

(
∞∑
k=0

ak
xk

(k!)
n+1 ) + S(n + 1, n + 1)xnDn+1(

∞∑
k=0

ak
xk

(k!)
n+1 )

= S(n + 1, 1)(

∞∑
k=1

kak
xk−1

(k!)
n+1 ) + S(n + 1, 2)(

∞∑
k=1

k(k − 1)ak
xk−1

(k!)
n+1 ) + . . . +

S(n + 1, h)(

∞∑
k=1

k(k − 1) . . . (k − (h− 1))ak
xk−1

(k!)
n+1 ) + . . . +

S(n + 1, n)(

∞∑
k=1

k(k − 1) . . . (k − (n− 1))ak
xk−1

(k!)
n+1 ) +

S(n + 1, n + 1)(

∞∑
k=1

k(k − 1) . . . (k − n)ak
xk−1

(k!)
n+1 )

=

∞∑
k=1

[S(n + 1, 1)k + S(n + 1, 2)k(k − 1) + . . . + S(n + 1, h)

k(k − 1) . . . (k − (h− 1)) + . . . + S(n + 1, n)k(k − 1) . . . (k − (n− 1)) +

S(n + 1, n + 1)k(k − 1) . . . (k − n)](ak
xk−1

(k!)
n+1 ),

karena xn =
∑n

k=1 S(n, k)[x]k di mana [x]k = x(x − 1)(x − 2)...(x − k + 1), n ≥ 1

maka

DnL · en(ax) =

∞∑
k=1

kn+1ak
xk−1

(k!)
n+1

=

∞∑
k=1

kn+1ak
xk−1

(k(k − 1)!)
n+1

= a

∞∑
k=1

ak−1
xk−1

((k − 1)!)
n+1

= a

∞∑
k=0

ak
xk

(k!)
n+1

= a · en(ax).
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3.2. Fungsi Eigen dari Operator Diferensial

Asumsikan a = 1 dan n = 1, maka Teorema 3.2 dapat diubah menjadi [6]:

DL · e(x) = DxD(

∞∑
k=0

xk

(k!)
2 ) =

∞∑
k=0

xk

(k!)
2 .

Teorema 3.3. [6] Misalkan pk(x) adalah himpunan polinomial, P̂ dan M̂ meru-

pakan operator derivative dan operator multiplication, maka

P̂ M̂ P̂ (

∞∑
k=0

pk(x)

(k!)
2 ) =

∞∑
k=0

pk(x)

(k!)
2

sedemikian sehingga
∑∞

k=0
pk(x)

(k!)2
adalah fungsi eigen dari operator P̂ M̂ P̂ .

Bukti.

P̂ M̂ P̂ (

∞∑
k=0

pk(x)

(k!)
2 ) =

∞∑
k=0

1

(k!)2
· P̂ M̂ P̂ (pk(x))

=

∞∑
k=0

1

(k!)2
· P̂ (M̂P̂ (pk(x)))

=

∞∑
k=0

1

(k!)2
· P̂ (k(pk(x)))

=

∞∑
k=1

1

(k!)2
· k2(pk−1(x))

=

∞∑
k=0

(
k + 1

(k + 1)!
)2pk(x)

=

∞∑
k=0

(
k + 1

(k + 1)k!
)2pk(x)

P̂ M̂ P̂ (

∞∑
k=0

pk(x)

(k!)
2 ) =

∞∑
k=0

(
1

k!
)2pk(x)

=

∞∑
k=0

pk(x)

(k!)
2

Teorema 3.4. [6] Suatu fungsi eigen
∑∞

k=0
pk(x)

(k!)n+1 dari operator P̂ M̂ P̂ . . . M̂ P̂ ,

sebanyak n + 1 buah operator P̂ , maka berlaku :

P̂ M̂ P̂ . . . M̂ P̂ (

∞∑
k=0

pk(x)

(k!)
n+1 ) =

∞∑
k=0

pk(x)

(k!)
n+1 .
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Bukti.

P̂ M̂ P̂ . . . M̂ P̂ (

∞∑
k=0

pk(x)

(k!)
n+1 ) = P̂ (

n buah M̂P̂︷ ︸︸ ︷
M̂P̂ . . . M̂ P̂ (

∞∑
k=0

pk(x)

(k!)
n+1 ))

= P̂ (

(n−1) buah M̂P̂︷ ︸︸ ︷
M̂P̂ . . . M̂ P̂ (

∞∑
k=0

k.pk(x)

(k!)
n+1 ))

= P̂ (

(n−2) buah M̂P̂︷ ︸︸ ︷
M̂P̂ . . . M̂ P̂ (

∞∑
k=0

k2.pk(x)

(k!)
n+1 ))

= . . .

= P̂ (

∞∑
k=0

kn.pk(x)

(k!)
n+1 )

=

∞∑
k=1

kn.k.pk−1(x)

(k!)
n+1

=

∞∑
k=1

kn+1.pk−1(x)

(k!)
n+1

=

∞∑
k=0

(
k + 1

(k + 1)!
)n+1pk(x)

=

∞∑
k=0

(
k + 1

(k + 1)k!
)n+1pk(x)

=

∞∑
k=0

(
1

k!
)n+1pk(x)

=

∞∑
k=0

pk(x)

(k!)
n+1

4. Aplikasi pada Polinomial Khusus

4.1. Polinomial Hermite

Bentuk deret dari polinomial Hermite sebagai berikut :

Hn(x) =

[n2 ]∑
k=0

(−1)k
n!(2x)n−2k

k!(n− 2k)!
.

Formula rekursif dari polinom Hermite yaitu Hn+1(x) = 2xHn(x)−2nHn−1(x) dan

H
′

n(x) = 2nHn−1(x) maka diperoleh:

nHn−1(x) = (
1

2

d

dx
)Hn(x), Hn+1(x) = (2x− d

dx
)Hn(x).

Jadi diperoleh dua buah operator P̂ = 1
2

d
dx dan M̂ = 2x− d

dx sehingga,

P̂ M̂ P̂ =
1

2

d

dx
+

1

4
(2x− d

dx
)(

d

dx
)2.
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Maka berlaku Teorema 3.3 pada polinomial Hermite, yaitu sebagai berikut

P̂ M̂ P̂ (

∞∑
n=0

Hn(x)

(n!)
2 ) =

∞∑
n=0

[n2 ]∑
k=0

(−1)k
(2x)n−2k

k!(n− 2k)!n!

sehingga
∑∞

n=0
Hn(x)

(n!)2
adalah fungsi Eigen dari operator P̂ M̂ P̂ .

4.2. Polinomial Bessel

Bentuk deret dari polinomial Bessel sebagai berikut :

Jn(x) =

n∑
k=0

(−1)k
(x
2 )n+2k

k!(n + k)!
.

Formula rekursif dari polinom Bessel yaitu Jn+1(x) + Jn−1(x) = 2n
x Jn(x) dan

Jn−1(x)− Jn+1(x) = 2J
′

n(x) maka diperoleh :

Jn−1(x) = (
d

dx
+

n

x
)Jn(x), Jn+1(x) = (− d

dx
+

n

x
)Hn(x).

Jadi diperoleh dua buah operator P̂ = n d
dx + n2

x dan M̂ = − d
dx + n

x sehingga,

P̂ M̂ P̂ = −k2(
d

dx
)3 +

n3(n− 1)

x2

d

dx
+

k3(k − 2)(k + 1)

x3
.

Maka berlaku Teorema 3.3 pada polinomial Bessel, yaitu sebagai berikut

P̂ M̂ P̂ (

∞∑
n=0

Jn(x)

(n!)
2 ) =

∞∑
n=0

n∑
k=0

(−1)k
(x
2 )n+2k

k!(n + k)!(n!)2

sehingga
∑∞

n=0
Jn(x)

(n!)2
adalah fungsi eigen dari operator P̂ M̂ P̂ .

4.3. Polinomial Laguerre

Bentuk deret dari polinomial Laguerre sebagai berikut :

Ln(x) =

n∑
k=0

(−1)n−k
n!

k!((n− k)!)2
xn−k.

Formula rekursif dari polinom Laguerre yaitu (n + 1)Ln+1(x) + nLn−1(x) =

(2n + 1− x)Ln(x) dan xL
′

n(x) = nLn(x)− nLn−1(x) maka diperoleh :

nLn−1(x) = (n− x
d

dx
)Ln(x), Ln+1(x) = (

n + 1− x

n + 1
+

x

n + 1

d

dx
)Ln(x).

Jadi diperoleh dua buah operator P̂ = n−x d
dx dan M̂ = n+1−x

n+1 + x
n+1

d
dx sehingga,

P̂ M̂ P̂ =

1

n + 1
(n3 +n2−n2x+x2 +(nx2−n2x+nx−2x2)

d

dx
+(2x2−x3)(

d

dx
)2 +x3(

d

dx
)3).
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Maka berlaku Teorema 3.3 pada polinomial Laguerre, yaitu sebagai berikut

P̂ M̂ P̂ (

∞∑
n=0

Ln(x)

(n!)
2 ) =

∞∑
n=0

n∑
k=0

(−1)n−k
n!

k!((n− k)!)2(n!)
2x

n−k

sehingga
∑∞

n=0
Ln(x)

(n!)2
adalah fungsi eigen dari operator P̂ M̂ P̂ .

4.4. Polinomial Legendre

Bentuk deret dari polinomial Legendre sebagai berikut :

Pn(x) =

[n2 ]∑
k=0

(−1)k
(2n− 2k)!

2nk!(n− k)!(n− 2k)!
xn−2k.

Formula rekursif dari polinomial Legendre yaitu nPn−1(x) = (nx+(1−x2) d
dx )Pn(x)

dan Pn+1(x) = (x − (1−x2)
n+1

d
dx )Pn(x). Jadi diperoleh dua buah operator P̂ = nx +

(1− x2) d
dx dan M̂ = x− (1−x2)

n+1
d
dx sehingga,

P̂ M̂ P̂ =
1

n + 1
n3x3 − 4nx3 + n2x + 4nx + (−n2x4 + n2x2 − nx2 + 9x4 − 12x2 + n + 3)

d

dx

+(7x5 − 14x3 + 7x)(
d

dx
)2 + (x6 + 3x4 + 3x2 − 1)(

d

dx
)3).

Maka berlaku Teorema 3.3 pada polinomial Laguerre, yaitu sebagai berikut

P̂ M̂ P̂ (

∞∑
n=0

Pn(x)

(n!)
2 ) =

∞∑
n=0

[n2 ]∑
k=0

(−1)k
(2n− 2k)!

2nk!(n− k)!(n− 2k)!(n!)2
xn−2k

sehingga
∑∞

n=0
Pn(x)

(n!)2
adalah fungsi eigen dari operator P̂ M̂ P̂ .

5. Kesimpulan

Prinsip monomiality adalah aturan-aturan dari operator P̂ dan M̂ yang berop-

erasi terhadap polinomial, yang mana prinsip ini diadopsi dari aturan dari operator

D̂ := d
dx dan X̂ := x yaitu operator derivative dan operator multiplication, yang

beroperasi terhadap monomial, xn, yang berlaku sebagai berikut

D̂(xn) = nxn−1, X̂(xn) = xn+1.

Prinsip monomiality dapat digunakan untuk menemukan fungsi eigen dari

operator diferensial. Dari beberapa polinomial khusus yaitu polinomial Hermite,

polinomial Bessel, polinomial Laguerre dan polinomial Legendre, dapat juga dicari

fungsi eigen dari operator diferensial.
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