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Abstrak. Pada struktur aljabar selain dikenal grup dan ring, juga dikenal istilah
K-Aljabar. K-Aljabar dibangun dari suatu grup dengan menggunakan operasi biner
dan memenuhi aksioma-aksioma tertentu. Berdasarkan grup pembangunnya K-Aljabar
dibagi menjadi dua kelas, yaitu grup pembangun yang komutatif dan grup pembangun
yang tidak komutatif. B-Aljabar merupakan kelas dari K-Aljabar dengan grup pemban-
gun yang tidak komutatif. B-Aljabar dibangun dari suatu himpunan tak kosong dengan
menggunakan operasi biner dan memuat unsur 0 yang memenuhi aksioma-aksioma ter-
tentu. Dari B-Aljabar dapat diperoleh banyak sifat-sifat B-Aljabar terhadap operasi
biner yang sama. Pada B-aljabar juga terdapat sifat komutatif yang berbeda dengan
sifat komutatif pada umumnya.

Kata Kunci: Grup, K-Aljabar, B-Aljabar

1. Pendahuluan

Y. Imai dan K. Iseki [5] memperkenalkan dua kelas aljabar abstrak: BCK-aljabar
dan BCT aljabar, sedangkan Q. P. Hu dan X. Li [5] memperkenalkan BC H-aljabar.
Pada struktur aljabar juga dikenal istilah K-Aljabar. K-Aljabar dibagi menjadi dua
kelas besar berdasarkan grup pembangunnya, yang pertama, @-Aljabar jika grup
pembangun K-Aljabar adalah grup yang komutatif dimana @-Aljabar bisa dibagi
lagi menjadi beberapa kelas, yaitu BC H-Aljabar, BC K-Aljabar dan BC'I-aljabar,
dan yang kedua, B-Aljabar jika grup pembangun K-Aljabar adalah grup yang
tidak komutatif. B-Aljabar merupakan suatu himpunan tak kosong yang memuat
konstanta 0 dan dilengkapi dengan suatu operasi biner yang memenuhi aksioma-
aksioma tertentu. Pada tulisan ini akan diulas kembali sifat-sifat yang dimiliki oleh
B-Aljabar [5].

2. Landasan Teori
2.1. Himpunan dan Operasi Biner
Himpunan adalah suatu kumpulan objek yang didefinisikan dengan jelas. Objek-

objek dalam himpunan tersebut dinamakan anggota himpunan [6]. Secara mate-
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matika, himpunan dapat dinyatakan dengan tanda kurung kurawal ,{}, dan digu-
nakan notasi huruf besar.

Operasi biner * pada suatu himpunan S adalah suatu aturan yang menetapkan
setiap pasangan terurut (a,b) dari elemen-elemen di S ke suatu elemen di S [2].
Operasi biner % pada himpunan S dikatakan tertutup jika a xb € S, Va,b € S [6].
Operasi biner * pada himpunan S dikatakan komutatif jika a *x b =bx*a, Va,b € S
[2]. Operasi biner * pada himpunan S dikatakan assosiatif jika (a % b) * ¢ = a * (b *
¢), Ya,b,c € S [2].

2.2. Tabel Cayley dan Grup

Tabel Cayley dirancang oleh seorang ahli matematika Inggris abad ke-19, Arthur
Cayley [4]. Tabel Cayley merupakan salah satu cara untuk mendefinisikan operasi
biner pada himpunan, khususnya himpunan berhingga.

Misalkan A = {z,y, z} dengan operasi biner * didefinisikan dengan tabel berikut.

NOX o< M

< N N [|<
Mo <IN

N <4 M| *

Elemen yang dioperasikan terletak pada baris dan kolom pertama. Hasil operasi
elemen A dinyatakan dalam bujur sangkar yang berada di dalam tabel, mulai dari
baris dan kolom kedua [4].

Definisi 2.1. [3] Himpunan tak kosong X dikatakan membentuk grup terhadap su-
atu operasi biner x, jika X terhadap operasi x memenuhi:

(1) Va,b € X berlaku a xb e X (tertutup),

(2) Ya,b,c € X berlaku (a*b) xc=ax (b*c) (asosiatif),

(8) Jde € X sehingga Va € X berlaku a x e = e x a = a (ada unsur identitas),

(4) Ya € X, terdapat unsur a=* € X sehingga berlaku a x a=! 1
disebut invers dari a).

=alxa=c¢e (a!

3. Pembahasan
3.1. Definisi Sifat-Sifat pada B-Aljabar

Definisi 3.1. [5] Suatu himpunan tak kosong X yang memuat konstanta 0 dan
dilengkapi dengan suatu operasi biner "x”, ditulis (X, *,0), disebut B-Aljabar jika
Vx,y,z € X, memenuhi:

(I)xz*xzx=0

(II) x+0 ==z

(III) (xxy) *xz=x * (2% (0*xy)).

Lema 3.2. [5] Misalkan (X,*,0) suatu B-Aljabar, maka untuk sebarang y,z € X
berlaku y * z = y * (0% (0 * 2)).
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Bukti. Ambil y, z € X. Perhatikan bahwa:
yxz=(y*2)x0
g (05 (042)).
Jadi, karena Definisi 3.1(IT) dan (III), maka Lema 3.2 terbukti. |

Lema 3.3. [5] Misalkan (X, *,0) suatu B-Aljabar, maka untuk sebarang x,y €X
berlaku (z x y) x (0% y) = .

Bukti. Ambil z,y €X, perhatikan bahwa:
(xy)x (0xy) =z ((0xy)*(0xy))
=xx0
=x. O

Lema 3.4. [5] Misalkan (X, *,0) suatu B-Aljabar, untuk sebarang z,y,z €X yang
memenuhi x x z = y * z berlaku © = y.

Bukti. Ambil z,y, 2z €X, perhatikan bahwa:
misalkan,
rxz=yxz, maka:
(zx2) % (0% 2) = (y*z)x(0x2)
r=y. O
Proposisi 3.5. [5] Misalkan (X,*,0) suatu B-Aljabar, maka untuk sebarang
x,y,z €X berlaku xx (y*2) = (x* (0% 2)) x y.
Bukti. Ambil z,y, 2z € X, perhatikan bahwa:
rx(yxz) =zx((y*2)*0)
=zx*(yx(0x(0x2)))
= (@ (0%2) 5. 0

Lema 3.6. [5] Misalkan (X, *,0) suatu B-Aljabar, maka untuk sebarang x,y €X
berlaku,

(1) Jika zxy =0 maka z =y,
(2) Jika 0% x = 0%y maka x =y,
(8) 0% (0*xzx)=x.

Bukti.

(1) Ambil z,y €X, perhatikan bahwa:
zxy=20
TxY=Y*y

T =y.
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(2) Ambil z,y €X, perhatikan bahwa:

O=xxzx
=(zxx)*0
=z (0% (0%x))
=z (0x(0xy))

=T *y.

Karena x x y = 0, maka berdasarkan (1) x = y.
(3) Ambil z,y €X, perhatikan bahwa:

O0x(0*xz)=z*xx*(z*x*x)
=z xx*(zx*0)
=X kT *T
=xx0

=z.
Definisi 3.7. [5] Misalkan (X, *,0) suatu B-Aljabar dan g €X, maka
g" = g" 1% (0%g) dan ¢g° := 0 dengan n € N.
Dari Definisi 3.7 dapat diperoleh:
g' =g" % (0xg)

=0x*(0xg)
:g'

Teorema 3.8. [5] Misalkan (X, *,0) suatu B-Aljabar dan geX, maka berlaku
m=n jiika m > n,
gr gt = {g 0 J R
*g

nom selainnya
dimana m,n € N.

Bukti. Ambil g €X. Perhatikan bahwa:
e Untuk m > n.

A. Akan dibuktikan benar untuk m = 1,n = 1.
gixg =gxg
=0
= gO'

B. Asumsikan benar untuk ¢ x g¥ = g™~ % m > k.
Akan ditunjukkan berlaku untuk m > k+1,n=%k+ 1, Vk € N.
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Perhatikan bahwa:

g™k gFT = g™ % (g8 % (0% g))
= (g™ *g) xg"

— gm,—(k+1) ]

Berdasarkan A dan B terbukti bahwa ¢™ % ¢" = ¢™™ ™, m > n.
e Untuk m < n.

A. Akan dibuktikan benar untuk m =1, n = 2.
Perhatikan bahwa:

gxg*=gx(g'x(0xg))
=(g*xg)*g"
=0x*g.

B. Asumsikan benar untuk ¢ x ¢" = 0% ¢" % n > k.
Akan ditunjukkan benar untuk m =k +1, n > k+ 1, Vk € N.
Perhatikan bahwa:

Berdasarkan A dan B terbukti bahwa ¢ % ¢" = 0% ¢g"~ ", n < m. |

Proposisi 3.9. [5] Misalkan (X, *,0) suatu B-Aljabar maka untuk sebarang a,b € X
berlaku (a * b) * b = a x b.

Bukti. Ambil a,b €X, perhatikan bahwa:
(axb)xb=ax(bx(0xD))

= a* b2, O

Proposisi 3.10. [5] Misalkan (X,*,0) suatu B-Aljabar maka untuk sebarang
a,b €X berlaku (0xb)* (a*b) =0xa.
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Bukti. Ambil a,b €X, perhatikan bahwa.:

(0%b) x (a*xb) = (0%b)*[(axb)*0]
= (0%b)x[ax* (0% (0xb))]
((0xb)*x (0%D)) *xa

=0=xa. O

Proposisi 3.11. [1] Misalkan himpunan tak kosong X terhadap suatu operasi biner

o, ditulis (X,0,0) merupakan suatu grup. Jika didefinisikan x xy = x o y~*, maka
(X, *,0) merupakan suatu B-Aljabar.
Bukti. Ambil z,y, 2z €X, perhatikan bahwa :
I zxz=zoz" ' =0.
II 24+0=200"'=200=2.
III. Untuk setiap z,y, z €X, maka diperoleh:
(xxy)xz=(zoy Y xz
— oy V)oz?
=zo(y tozh)
—zo(z0y)"!
=z (z0y)
=zx(zxyt)
=xx*(zx(0oy™h)
=zx (2% (0xy))
Berdasarkan I, I, dan IIT maka Proposisi 3.11 terbukti. O

3.2. Sifat Komutatif B-Aljabar

Definisi 3.12. [5] Suatu B-Aljabar (X, *,0) dikatakan komutatif jika untuk se-
barang a,b €X berlaku a * (0% b) =bx* (0 a).

Proposisi 3.13. [5] Misalkan (X, *,0) suatu B-Aljabar yang komutatif, maka untuk
sebarang x,y €X berlaku (0xx) * (0xy) =y * x.

Bukti. Ambil z,y €X, perhatikan bahwa:
(0Oxx)* (0xy) =y*(0x(0*x))

=Y *T. O

Teorema 3.14. [5] Misalkan (X, *,0) suatu B-Aljabar yang komutatif, maka untuk
sebarang a,b €X berlaku a * (a *b) = b.
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Bukti. Ambil a,b €X, perhatikan bahwa.:
ax(axb)=(a*x(0xb))*a
=(b*x(0xa))*a
=bx*(axa)
=bx0
=b. |

Akibat 3.15. [5] Misalkan (X, *,0) suatu B-Aljabar yang komutatif, maka berlaku
hukum pembatalan kiri yaitu: a *x b = a x b’ mengakibatkan b =b'.

Bukti. Ambil a,b €X, perhatikan bahwa:
b=ax(ax*b)
=ax*(axb)

=V, O

Proposisi 3.16. [5] Misalkan (X, *,0) suatu B-Aljabar yang komutatif, maka untuk
sebarang a,b €X berlaku (0 a) * (0 x b) = b x a®.

Bukti. Ambil a,b € X, perhatikan bahwa:
(0xa)*(0xb)=((0xa)*(0xb)) xa
=(bxa)*a

= bx*a’ O

4. Kesimpulan

Sifat komutatif pada B-Aljabar berbeda dengan definisi komutatif pada umumnya,
yaitu: Definisi komutatif pada umumnya merupakan sifat pertukaran dua bilangan
pada operasi hitung(penjumlahan/perkalian), dimana dua bilangan yang ditukar
letak tersebut memiliki hasil yang sama. Secara umum, bentuk umum dari sifat
komutatif adalah a * b = b * a untuk sebarang bilangan a,b. Sedangkan, definisi ko-
mutatif pada B-Aljabar bukan merupakan pertukaran letak dari dua unsur sehingga
memiliki hasil yang sama. Sifat komutatif pada B-Aljabar yaitu a*(0xb) = b*(0xa)
untuk sebarang a,b € X.
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