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Abstrak. p-adic Gauss norm didefinisikan pada suatu polinomial primitif di Z[X], yaitu
faktor persekutuan terbesar dari semua koefisien polinomial tersebut adalah 1. Misalkan

f(x) suatu polinomial di Q[X], nilai maksimum masing-masing p-adic norm dari semua

koefisien dari f(x) disebut dengan p-adic Gauss norm. Oleh karena p-adic Gauss norm
didefinisikan untuk suatu polinomial di Q[X], maka pada penelitian ini dikaji bagaimana

nilai p-adic Gauss norm dari suatu polinomial primitif di Z[X].
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1. Pendahuluan

Ring adalah struktur aljabar dengan satu himpunan dan dua operasi yang

memenuhi aksioma-aksioma tertentu. Salah satu bentuk ring adalah ring poli-

nomial. Ring polinomial dinotasikan dengan R[X] ditulis dalam bentuk

R[X] = {a0 + a1x + · · ·+ an−2x
n−2 + an−1x

n−1 + anx
n|ai ∈ R}

dengan ai adalah koefisien dari variabel x untuk semua i = 1, 2, · · · , n − 1, n,

sedangkan a0 adalah konstanta.

Himpunan polinomial dengan koefisien di R disimbolkan dengan R[X], koefisien

di Z disimbolkan dengan Z[X] dan koefisien di Q disimbolkan dengan Q[X]. Jika

faktor persekutuan terbesar dari semua koefisien polinomial di Z[X] adalah 1 maka

disebut polinomial primitif [2].

Pada teori bilangan, suatu norm untuk bilangan rasional tak nol di-sebut p−adic
nilai mutlak (p− adic norm). Misalkan f(x) suatu polinomial di Q[X], nilai mak-

simum masing-masing p − adic norm dari semua koefisien di f(x) disebut dengan

p− adic Gauss norm [3].

Oleh karena p−adic Gauss norm didefinisikan untuk suatu polinomial di Q[X],

maka pada tugas akhir ini akan membahas tentang bagaimana p−adic Gauss norm

pada polinomial primitif di Z[X] .
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2. Landasan Teori

Definisi 2.1. [5] Misal R suatu ring komutatif.

R[X] = {anxn+an−1x
n−1+· · ·+a1x+a0|ai ∈ R, n adalah bilangan bulat non-negatif }

merupakan himpunan yang memuat semua polinomial atas R dalam variabel tak

tentu x. Dua elemen anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x + a0 dan bmxm + bm−1x
m−1 +

· · · + b1x + b0 di R[X] dikatakan sama jika dan hanya jika ai = bi untuk semua

bilangan bulat non-negatif i.

Definisi 2.2. [8] Misalkan R adalah ring. Jika f(x) = a0 + a1x + a2x
2 + · · · dan

g(x) = b0 + b1x + b2x
2 + · · · maka

f(x) + g(x) = (a0 + b0) + (a1 + b1)x + (a2 + b2)x2 + · · · (2.1)

f(x)g(x) = u0 + u1x + u2x
2 + · · · (2.2)

dimana untuk u0 = a0b0, u1 = a0b1 +a1b0 , u2 = a0b2 +a1b1 +a2b0 dan seterusnya.

Definisi 2.3. [2] Misal f(x) = a0 + a1x + a2x
2 + · · · + anx

n adalah polinomial di

Z[X] disebut primitif, jika gcd dari a0, a1, · · · , an adalah 1.

Definisi 2.4. [2] Konten dari polinomial f(x) = a0 + a1x + a2x
2 + · · · + anx

n,

dimana ai ∈ Z adalah gcd dari bilangan bulat a0, a1, a2, · · · , an.

Pada bagian ini akan dibahas tentang p− adic norm.

Definisi 2.5. [1] Suatu fungsi

N : R→ R+ = {r ∈ R : r > 0}

disebut norm di R jika memenuhi sifat :

(i) N(x) = 0 jika dan hanya jika x = 0;

(ii) N(xy) = N(x)N(y) ∀x, y ∈ R;

(iii) N(x + y) 6 N(x) + N(y) ∀x, y ∈ R.

Definisi 2.6. [1] Jika 0 6= x ∈ Z dan p bilangan prima, p-adic ordinal (valution)

dari x adalah

ordpx = max{r; pr|x}, r ∈ Z (2.3)

jika a
b ∈ Q, maka p-adic ordinal dari a

b adalah

ordp
a

b
= ordpa− ordpb. (2.4)

Definisi 2.7. [1] Untuk x ∈ Q dan p bilangan prima, p− adic norm adalah fungsi

|.|p : Q −→ R yang didefinisikan sebagai

|x|p =

{
p−ordpx, x 6= 0,

0, x = 0.
(2.5)
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3. Pembahasan

Pada bagian ini akan dibahas tentang p − adic Gauss norm suatu polinomial di

ring polinomial Z[X].

Definisi 3.1. [3] Suatu polinomial f(x) = Σaix
i di Q[X], i = 0, 1, · · · , n dan

p bilangan prima, didefinisikan p-adic Gauss norm dari f(x) menjadi | f |p =

max{| ai |p}.

Teorema 3.2. [3] Untuk f(x) dan g(x) di Q[X], | fg |p = | f |p| g |p.

Bukti. Asumsikan f(x) dan g(x) memiliki koefisien tak nol sehingga | f |p > 0 dan

| g |p > 0. Misalkan f(x) = a0 +a1x+ · · ·+amxm dan g(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bnx
n,

karena | fg | ≤ | f |p| g |p, akan ditunjukkan | fg |p = | f |p| g |p dengan menentukan

koefisien dari f(x)g(x) yang memiliki nilai mutlak | f |p | g |p yang maksimal, akan

ditinjau dari dua kasus.

Kasus 1.

Koefisien nilai mutlak maksimal di f(x) dan g(x) terjadi di awal. Pilih |f |p = |aM |p
dan |g|p = |bN |p, sedemikian sehingga |aM |p < |am|p dan |bN |p < |bn|p dengan

m < M dan n < N untuk M dan N minimal.

Koefisien dari f(x)g(x) dengan nilai mutlak |f |p|g|p yang maksimal terjadi pada

variabel x dengan pangkat M +N . Koefisien di xM+N adalah
∑M+N

m=0 ambM+N−m.

Pada saat m = M koefisien di xM+N adalah aMbN dan saat m 6= M , yaitu

untuk 0 6 m < M maka | ambM+N−m |p=| am |p| bM+N−m |p6| am |p|
g |p=| am |p| bN |p<| aM |p| bN |p dan untuk M < m 6 M + N diperoleh 0

6 M+N−m < N maka |ambM+N−m |p=| am |p| bM+N−m |p6| f |p| bM+N−m |p=|
aM |p| bM+N−m |p<| aM |p| bN |p, sehingga diperoleh | ambM+N−m |p<| aMbN |p
untuk 0 6 m < M + N . Oleh karena itu berdasarkan Definisi 3.1 maka diperoleh

|
∑M+N

m=0 ambM+N−m |p=| aMbN |p=| aM |p| bN |p=| f |p| g |p.

Kasus 2.

Koefisien nilai mutlak maksimal di f(x) dan g(x) terjadi di akhir. Pilih |f |p = |aM |p
dan |g|p = |bN |p, sedemikian sehingga |aM |p < |am|p dan |bN |p < |bn|p dengan

m < M dan n < N untuk M dan N minimal, sehingga diperoleh | f |p = | aM |p
dan | g |p = | bN |p.

Koefisien dari f(x)g(x) dengan nilai mutlak |f |p|g|p yang maksimal terjadi di

variabel x pangkat M +N . Koefisien dari xM+N adalah
∑M+N

m=0 ambM+N−m. Pada

saat m = M koefisien dari xM+N adalah aMbN dan saat m 6= M , yaitu jika

0 6 m < M maka M + N −m > N maka | ambM+N−m |p=| am |p| bM+N−m |p6|
f |p| bM+N−m |p=| am |p| bM+N−n |p<| aM |p| bN |p dan untuk M < m 6 M + N

maka | ambM+N−m |p=| am |p| bM+N−m |p6| am |p| g |p = | am |p| bN |p<|
aM |p| bN |p, sehingga diperoleh | ambM+N−m |p<| aMbN |p untuk 0 6 m <

M + N dimana m 6= M . Oleh karena itu berdasarkan Definisi 3.1 maka diperoleh

|
∑M+N

m=0 ambM+N−m |p=| aMbN |p = | aM |p| bN |p=| f |p| g |p.

Teorema 3.3. [3] Sebuah polinomial f(x) di Q[X] adalah primitif di Z[X] jika dan

hanya jika |f|p = 1 untuk semua bilangan prima p.
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Bukti. ⇒ Diketahui f(x) adalah primitif di Z[X]. Akan ditunjukkan |f |p = 1,

karena f(x) adalah primitif di Z[X] maka berdasarkan Definisi 2.3 maka gcd dari

f(x) adalah 1. Semua koefisien dari f(x) adalah bilangan bulat dan tidak semua

dapat dibagi dengan p. Misal x = a0, a1, · · · , am sehingga ordpx > 1, akan dicari

p − adic Gauss norm, |x|p = p−ordpx 6 1, sehingga p − adic Gauss norm adalah

| f |p= maks{| x |p} = maks{1} = 1 .

⇐ Diketahui |f |p = 1 untuk semua bilangan prima p. Akan ditunjukkan f(x)

adalah primitif dalam Z[X]. Andaikan f(x) bukan primitif maka semua koefisien

dari f(x) dapat dibagi dengan p, akibatnya | f |p < 1 kontradiksi dengan | f |p =

1. Jadi pengandaian salah, maka haruslah f(x) adalah primitif.

Lema 3.4. [3] Misalkan f(x) ∈ Q[X] dan A = Πp|f|p, sehingga Af(x) primitif di

Z[X] .

Bukti. Diketahui f(x) ∈ Q[X] dan A = Πp|f|p. Akan ditunjukkan Af(x) adalah

primitif, dengan menunjukkan |Af |p = 1. |pn|p =
1

pn
dan |qn|p = 1. Selanjutnya

|A|p = |‖f |2|px‖f |3|px · · · |p =
1

| f |p
, sedemikian sehingga berdasarkan Teorema 3.1

diperoleh |Af |p = |A|p|f |p = 1
|f |p |f |p = 1. Oleh karena itu, berdasarkan Teorema

3.2. Af(x) adalah primitif di Z[X].

Teorema 3.5. [3] Jika f(x) ∈ Z[X] tak nol dan f(x) = g(x)h(x), g(x) dan h(x)

di Q[X] maka f(x) = G(x)H(x) dimana G(x) dan H(x) di Z[X].

Bukti. Diketahui f(x) = g(x)h(x) dimana f(x) ∈ Z[X] sedemikian sehingga |f |p =

1 dan g(x), h(x) di Q[x] berdasarkan Teorema 3.1 |gh|p = |g|p|h|p. Oleh karena itu

diperoleh |f |p = |g|p|h|p. Misalkan A = Πp|f|p, B = Πp|g|p dan C = Πp|h|p, karena

|f |p = |g|p|h|p dimana |f |p ∈ Z dan |g|p, |h|p ∈ Q, ambil hasil kali dari kedua sisi

atas semua p, sehingga Πp|f |p = Πp|g|pΠp|h|p Berdasarkan Lema 3.1 polinomial

F (x) = Af(x), G(x) = Bg(x), dan H(x) = Ch(x), dimana F (x), G(x) dan H(x)

∈ Z[X]. Diketahui f(x) = g(x)h(x) dan A = BC sehingga diperoleh:

f(x) = g(x)h(x)

F (x)

A
=

G(x)

B

H(x)

C
F (x)

BC
=

G(x)H(x)

BC
F (x) = G(x)H(x). (3.1)

Dari persamaan 3.1 dan A = BC maka diperoleh f(x) = F (x)
A = 1

AG(x)H(x).

Koefisien dari f(x) adalah bilangan bulat berarti
1

A
G(x) ∈ Z[x] sehingga G(x) ∈

Z[x] dan
1

A
H(x) ∈ Z sehinnga H(x) ∈ Z[X].

Teorema 3.6. [3] Jika f(x) dan g(x) adalah primitif di Z[X] maka f(x)g(x) adalah

primitif.
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Bukti. Diketahui f(x) dan g(x) adalah primitif. Akan ditunjukkan f(x)g(x) adalah

primitif, dengan menujukkan |fg|p = 1. f(x) dan g(x) adalah primitif maka

berdasarkan Teorema 3.2 (⇒) diperoleh |f|p = 1 dan |g|p=1 untuk setiap bilan-

gan prima p. Oleh karena itu berdasarkan Teorema 3.1 diperoleh |fg|p = |f|p|g|p =

1 untuk semua p bilangan prima. Oleh karena itu, berdasarkan Teorema 3.2 (⇐)

sehingga diperoleh f(x)g(x) adalah primtif.

4. Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan pada BAB III, nilai p − adic gauss norm adalah suatu

polinomial di Q[X] dan p bilangan prima. Untuk menentukan nilai p− adic gauss

norm dari suatu polinomial primitif di Z[X] dapat ditentukan dengan cara, yaitu:

(1) Menentukan ordinal masing-masing p bilangan prima.

(2) Menentukan p− adic norm masing-masing p bilangan prima.

(3) Menentukan nilai maksimum masing-masing p− adic norm.

Nilai p−adic gauss norm adalah nilai yang ditentukan pada fakto-risasi di Q[X]

dimana koefisien pada polinomial adalah bilangan bulat sehingga unsur-unsur be-

rada di Z[X] dan polinomial primitif, dan untuk menentukan hal tersebut memenuhi

sifat sebagai berikut.

(a) Sebuah polinomial f(x) di Q[X] adalah primitif di Z[X] jika dan hanya jika

|f|p = 1 untuk semua bilangan prima p.

(b) Misalkan f(x) ∈ Q[X] dan A = Πp|f|p, sehingga Af(x) primitif di Z[X].

(c) Jika f(x) dan g(x) adalah primitif di Z[x] maka f(x)g(x) adalah primitif.

(d) Jika f(x) ∈ Z[X] tak nol dan f(x) = g(x)h(x) di Q[X] maka f(x) = G(x)H(x)

dimana G(x) dan H(x) di Z[X].
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