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Abstrak. Interaksi antara satu spesies mangsa dengan satu spesies pemangsa dapat

digambarkan dalam model Lotka-Volterra. Pertumbuhan populasi mangsa dipengaruhi

oleh daya dukung lingkungan antara lain ruang, makanan dan organisme-organisme lain.
Apabila daya dukung lingkungan terbatas maka jumlah populasi spesies mangsa yang

dapat ditampung dalam lingkungan juga menjadi terbatas. Pertumbuhan populasi spe-

sies mangsa yang dipengaruhi daya dukung lingkungan dapat digambarkan dalam model
pertumbuhan logistik. Dari hasil penelitian dengan analisis titik tetap diperoleh tiga titik

tetap dari model mangsa pemangsa dengan populasi spesies mangsa dipengaruhi daya

dukung lingkungan.

Kata Kunci : Model Lotka-Volterra, Model Logistik, Kestabialn Titik Tetap.

1. Pendahuluan

Volterra (1926) pertamakali merumuskan model sederhana untuk pemangsaan dari

satu spesies oleh satu spesies lain

dx

dt
= rx− pyx,

dy

dt
= −sy + qyx, (1.1)

Sistem (1.1) dikenal sebagai model Lotka-Volterra yang sebelumnya juga diturunkan

oleh Alfred Lotka (1925) [?]. Pertumbuhan populasi spesies mangsa dipengaruhi

oleh daya dukung lingkungan, yang digambarkan dalam model berikut :

dN

dt
= rN(1− N

K
), (1.2)

Model (1.2) dikenal sebagai model pertumbuhan logistik yang diperkenalkan oleh

Verhulst (1838).

Dengan memperhatikan model (1.1.2), model Lotka-Volterra (1.1.1) dapat di-

modifikasi menjadi [?] :
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dx

dt
= rx(1− x

K
)− pyx,

dy

dt
= −sy + qyx, (1.3)

dimana x adalah jumlah populasi mangsa pada waktu t, y adalah jumlah popu-

lasi pemangsa pada waktu t, K adalah kapasitas daya dukung populasi mangsa, r

adalah pertumbuhan populasi mangsa tanpa adanya pemangsa, p adalah konstanta

kerapuhan (rentan) mangsa untuk dimangsa, s adalah pertumbuhan populasi pe-

mangsa tanpa adanya mangsa, dan q adalah konstanta kemampuan memangsa dari

spesies pemangsa, dimana r, s, p, q dan K merupakan konstanta positif.

Secara sederhana titik tetap x∗ dari sistem (1.3) merupakan titik tetap stabil

jika kurva solusi yang berawal dari x0, yang pada awalnya dekat dengan titik tetap

tersebut, maka dengan bertambahnya waktu kurva solusi tersebut senantiasa dekat

dengan titik tetap.

Suatu titik tetap x∗ dari sistem (1.3) merupakan titik tetap stabil asimtotik jika

titik tetap dari sistem tersebut stabil dan dengan bertambahnya waktu, kurva solusi

dari sistem (1.3) akan semakin mendekat ke titik tetap, yaitu limt−→∞x(t) = x∗.

2. Pembahasan

Titik tetap dari sistem (1.3) memenuhi persamaan berikut :

rx(1− x

K
)− pyx = 0,

−sy + qyx = 0. (2.1)

Dari persamaan (2.1), diperoleh titik tetap dari sistem (1.3) berikut :

(1) E0 = (0, 0),

(2) E1 = (K, 0),

(3) E2 =

(
s

q
,
r

p
(1− s

qK
)

)
, dengan 0 <

s

qK
< 1.

Matriks Jacobian dari model (1.3) adalah :

J (x∗, y∗) =

[
r − 2r

K
x− py −px

qy −s+ qx

]
.

Pada titik tetap E0,

JE0 =

[
r 0

0 −s

]
.

Nilai eigen dari JE0 adalah η1 = −s dan η2 = r. Karena r dan s adalah konstanta

positif, maka η1 bernilai negatif dan η2 bernilai positif sehingga titik tetap E0 adalah

titik saddle. Pada titik tetap E1,

JE1
=

[
−r −pK
0 −s+ qK

]
.
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Nilai eigen dari JE1
adalah η1 = −r dan η2 = −s+ qK. Mengingat r, s, q,K adalah

konstanta positif maka η1 < 0 dan

a. η2 > 0 jika s < qK, sehingga titik tetap E1 adalah titik saddle tidak stabil.

b. η2 = 0 jika s = qK , sehingga titik tetap E1 adalah titik tetap nonhiperbolik.

c. η2 < 0 jika s > qK, sehingga titik tetap E1 adalah titik node stabil.

Pada titik tetap E2 =

(
s

q
,
r

p
(1− s

qK
)

)

JE2 =

 r − 2rs

qK
− p(r

p
(1− s

qK
)) −ps

q

q(
r

p
(1− s

qK
)) −s+ q

s

q

.

JE2
=

− rs

qK
−ps
q

qr

p
− rs

pK
0

.

Nilai eigen dari JE2
adalah

η1,2 =
1

2
[− rs

qK
±
√

(
rs

qK
)2)− 4rs(1− s

qK
)]

Misalkan θ = − rs

2qK
, maka θ akan selalu bernilai negatif. Karena 0 <

s

qK
< 1

maka 4rs(1− s

qK
) akan selalu bernilai positif. Perhatikan yang berikut ini :

1 jika (
rs

qK
)2 < 4rs(1 − s

qK
) maka nilai eigen dari JE2

akan bernilai kompleks

sehingga titik tetap E2 adalah titik spiral stabil,

2 jika (
rs

qK
)2 > 4rs(1 − s

qK
) maka nilai eigen dari JE2 akan bernilai real dan

berbeda sehingga titik tetap E2 adalah titik node stabil,

3 jika (
rs

qK
)2 = 4rs(1− s

qK
) maka akan didapati nilai eigen dari JE2

adalah nilai

eigen kembar sehingga titik tetap E2 adalah titik node improper stabil.

Sebagai ilustrasi, diberikan model berikut:

dx

dt
= 3x(1− x

6
)− 3yx

dy

dt
= −y + 2yx (2.2)

dimana x(0) = 3, y(0) = 2, r = 3,p = 3, s = 1, q = 2, dan K=6. Titik tetap dari

model (3.0.8) adalah E0 = (0, 0),E1 = (6, 0), dan E2 = (
1

2
,

11

12
). Pada titik tetap

E0

JE0
=

[
3 0

0 −1

]
.
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Nilai eigen dari JE0 adalah η1 = 3 dan η2 = −1. Sehingga titik tetap E0 adalah

titik sadel tidak stabil.

Pada titik tetap E1

JE1 =

[
−3 −18

0 11

]
.

Nilai eigen dari JE1
adalah η1 = 11 dan η2 = −3. Sehingga titik E1 adalah titik

saddle tidak stabil.

Pada titik tetap E2

JE2
=

− 3

12
−3

2
33

18
0

.

Nilai eigen dari JE2
adalah η1,2 = −1

8
± i

√
5
√

7

8
sehingga titik E2 adalah titik

spiral stabil.

3. Kesimpulan

Penelitian ini membahas model mangsa pemangsa

dx

dt
= rx(1− x

K
)− pyx,

dy

dt
= −s+ qyx.

Dari model mangsa pemangsa tersebut diperoleh tiga titik tetap yaitu (0, 0),(K, 0)

dan (
s

q
,
r

p
(1 − s

qK
)), dimana r, s, p, q, dan K masing-masingnya adalah pertum-

buhan mangsa tanpa adanya pemangsa, pertumbuhan pemangsa tanpa adanya

mangsa, konstanta kerapuhan (rentan) mangsa untuk dimangsa, konstanta kemam-

puan pemangsa untuk memangsa dan kapasitas daya dukung lingkungan untuk spe-

sies mangsa. Adapun beberapa kesimpulan yang dapat diambil dari sistem diatas

antara lain :

(i) Titik tetap (
s

q
,
r

p
(1− s

qK
)) berlaku jika

s

qK
berada dalam selang (0,1).

(ii) Titik tetap di (0,0) adalah titik tetap yang bersifat saddle tidak stabil.

(iii) Dalam beberapa kondisi titik tetap yang stabil adalah titik tetap (K, 0)

dan titik tetap (
s

q
,
r

p
(1− s

qK
)). Kondisi tersebut antara lain :

a jika konstanta pertumbuhan populasi pemangsa tanpa adanya pemangsa

lebih besar dari pada konstanta kemampuan pemangsa dikalikan dengan

kapasitas daya dukung lingkungan.

b jika (
rs

qK
)2 < 4rs(1− s

qK
)

c jika (
rs

qK
)2 = 4rs(1− s

qK
)

d Jika (
rs

qK
)2 > 4rs(1− s

qK
)
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