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Abstract. Dalam skripsi ini diselesaikan persamaan diferensial fractional linier orde
(2, @) dan (3, «) dengan turunan tipe Jumarie. Beberapa contoh yang mengilustrasikan
teorema utama dipaparkan.

Kata Kunci: Perasamaan Diferensial Fractional, Turunan Tipe Jumarie

1. Pendahuluan

Diberikan persamaan diferensial fractional linier orde (2,a) dan (3,«)
sebagai berikut :

D**y(t) — v Dy(t) + y2y(t) = 0 (1.1)

dan
D**y(t) — 1 D**y(t) + 72 Dy(t) — vsy(t) = 0 (1.2)

dimana 71, v dan =3 adalah konstanta, dengan
) t
DUf(t) = sm—=D [(t=7)"*[f(7) = 1. 1.
0= 57— /(t D7) — FO)dr, 0 < a < (1.3)
0

Dalam makalah ini akan diselesaikan persamaan diferensial (1.1) dan (1.2)
dimana D® f(t) adalah turunan fractional tipe Jumarie.

2. Landasan Teori

2.1. Beberapa Fungsi Khusus

Definisi 2.1. [6] Fungsi Gamma dinyatakan sebagai T'(n), didefinisikan
sebagai berikut:

o0
I'(n) = /33”7167z dr, n>0.
0

Definisi 2.2. [4] Fungsi Beta didefinisikan sebagai berikut :
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1
B(p.q) = [P~ (1 —2)i " dx , z €R
0

dimana Re(p) > 0 dan Re(g) > 0.

Definisi 2.3. [4] Fungsi Mittag-Leffler satu parameter (E,) didefinisikan sebagai
berikut :

k

Ea(Z) = ZZO:O m 5 RG(OC) > 0.
Fungsi Mittag-Leffler dua parameter didefinisikan sebagai berikut :
oo 2k
Eo.p (2) = X h—o Targpy » Bela) >0, Re(8) > 0,8 € C.
[2] Fungsi Mittag-Leffler kompleks didefinisikan sebagai berikut :

E, (it%) = cosq () + ising (t%)
s 2ka
cos, (t%) = Zk:o(*l)kﬁ
. o o (2ka+1)a
sing () = 3720 (- )" Grazayr
3. Pembahasan
3.1. Solusi persamaan diferensial fractional orde (2, )

Perhatikan kembali persamaan diferensial fractional (1.1). Solusi dari (1.1)
diberikan dalam teorema berikut :

Teorema 3.1. [1] Solusi dari persamaan (1.1) untuk 0 < oo < 1 dimana y1 =a+b
dan vo = ab adalah

y = AE,(at®) + BE,(bt%) (3.1)

dimana A dan B adalah konstanta sebarang.

Bukti.
D**y — (a+b)Dy + aby = 0 (3.2)
Persamaan (3.2) dapat ditulis menjadi
(D* — a)(D* — Byy(t) =0 (33
Misalkan (D* — b)y(t) = «(t) maka persamaan (3.3) menjadi
(D® —a)z(t) =0 atau D¥x(t) = az(t) (3.4)
Solusi dari persamaan (3.4) sama dengan solusi dari persamaan (?7) yaitu
x(t) =A1 B, (at®)
(D* — )y(t) =A; Ba(at?)
Dy — by =A1 E,(at®)
Eo(—bt%) (D% — by) =A1 Bo(at®) Eq(—bt*)
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Ay

D? (yEa(=bt")) = —=1 D*(Ea (at™) Eq (~bt™) (3.5)

Integral fractional tipe Jumarie dari persamaan (3.5) diperoleh

A
YEa(—bt%) =- jbEa(at“)Ea(—bta) +B

y =AE,(at®) + BE,(bt®),
dimana A = %. Ini menunjukkan bahwa (3.1) adalah solusi dari
persamaan (1.1). |
Teorema 3.2. [1] Solusi dari persamaan diferensial fractional untuk v1 = 2a dan
v2 = a?, dengan 0 < o < 1 adalah

y = (At* + B)E,(at®), (3.6)

dimana A dan B adalah konstanta sebarang.

Bukti.
D**y — 2aD%y + a*y = 0 (3.7
Persamaan (3.7) dapat ditulis menjadi (D® — a)?y = 0 atau
(D** — 2aD* + a?)y = 0, misalkan (D — a)y = v maka persamaan menjadi (D® —
a)v =0
v(t) =A1 E,(at™)
(D% — a)y =A1E,(at™)
E.(—at*) (D% — ay) =A1Ey(at®)Eq(—at®)

D° [yEq(at®)] = A, = D° {I‘(jilj—a)} (3.8)
Integral fractional tipe Jumarie dari persamaan (3.8) diperoleh
yEo(—at®) :F(lA—ll—a) +B
: Ay
y =(At® + B)E,(at®), dimana A = Ti+a)
Ini menunjukkan bahwa (3.6) adalah solusi dari (1.1). O

Teorema 3.3. [1] Solusi dari persamaan diferensial fractional untuk v1 = 2a dan
v2 = a® + b dengan 0 < o < 1 adalah

y = Eqo(at™)[A cos, (btY) + B sin, (bt®)] (3.9)

dimana A dan B adalah konstanta sebarang.

Bukti. Turunan fractional tipe Jumarie ke « dari (3.9), adalah

D% = aE,(at®) [A cosy (btY) + Bsing (bt)] (3.10)
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+E,(at®) [— Absing (bt“) + Bbcos,, (bt™)]
Pengurangan (3.10) dengan ay, memberikan
D%y — ay = E,(at™)[— Absing (bt“) + Bbcos,, (bt%)] (3.11)
Turunan fractional tipe Jumarie ke « dari (3.11) adalah

D**y — aD"y = aE,(at™) [~ Absing (bt*) + Bbcos, (bt*)]

+E, (at®) [—Ab*cosa (bt*) — Bb®sin, (bt*)] (3.12)
Dengan mensubstitusi persamaan (3.11) dan persamaan (3.9) ke (3.12) diperoleh
D**y — aD% = a(D%y — ay)) — by (3.13)
Persamaan (3.13) menjadi
D2y — 11 D% + 72y = 0,

dimana v = 2a dan 2 = a? + b?. Ini menunjukkan bahwa (3.9) adalah solusi dari
(1.1). m|

3.2. Solusi persamaan diferensial fractional orde (3, )

Perhatikan kembali persamaan diferensial fractional (1.2). Solusi dari (1.2)
diberikan dalam teorema berikut

Teorema 3.4. Solusi dari persamaan (1.2) , untuk 0 < a < 1, dimana v =
a+b+c, y2 =ab+ ac+ bc dan 3 = abc adalah

y = AE,(at®) + BE,(bt®) + CE,(ct™) (3.14)
dimana A, B dan C adalah konstanta sebarang.

Bukti Teorema (3.4) ini dapat diperluas dari teorema (3.1).

Teorema 3.5. Solusi dari persamaan diferensial fractional dengan v1 = 3a, v2 =
3a? dan 3 = a® untuk 0 < a < 1 adalah

y = (At** 4+ Bt* + C)E,(at®) (3.15)

dimana A, B dan C adalah konstanta sebarang.

Bukti. Turunan fractional tipe Jumarie ke « dari (3.15) adalah

Doy = m/xta T+ a)B} Ea(at®) + (A2 1+ Bt® + C)aEa(at®) (3.16)
Pengurangan (3.16) dengan ay, memberikan
DY — ay — [mma LT+ a)B} Fo(at®) (3.17)
Turunan fractional tipe Jumarie ke « dari (3.17) adalah
(14 2a)

(D**y — aDy) = { MNl4+a)A+T(1+ a)B} E,(at®)

I'l+a)
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ri+2a) , ., o
Pengurangan (3.18) dengan (a(D*y — ay)), diperoleh

I'(l+2a)

D2a — 92aD% 2,
y- ety t+ay [F(l—i—a)

I(1+a)A+T(1+ a)B] Eo(at®)  (3.19)

Turunan fractional tipe Jumarie ke « dari (3.19) adalah

I'(1+2a)

D3a 72D2a 2Da:
y = 20Dy +a*Dy = a | | Ty

Fl+a)A+T(1+ a)B} Ea(at“)>

(3.20)
Dengan menstubstitusi persamaan (3.19) ke persamaan (3.20) diperoleh

D3y — 1 D?**y + 7, Dy — 3y = 0,

dimana y; = 3a, v2 = 3a® dan 43 = a®. Ini menunjukkan bahwa (3.15) adalah solusi
dari persamaan (1.2). O

Teorema 3.6. Solusi dari persamaan diferensial fractional dengan v1 = a + 2b,
2 = 2ab + b* dan v3 = ab® untuk 0 < o < 1 adalah

y = AB, (at®) + (Bt™ + C) B (bt*) (3.21)

dimana A, B dan C adalah konstanta sebarang.

Bukti. Turunan fractional tipe Jumarie ke « dari (3.21), adalah
D%y = AaE.(at®) + T(1 + o) BE,(bt*) + (Bt* + C)bEq (bt®) (3.22)
Pengurangan (3.22) dengan ay, memberikan
D%y —ay =T(1+ a)BE,(bt*) + (b — a)(Bt* 4+ C)E, (bt?) (3.23)
Turunan fractional tipe Jumarie ke « dari (3.23) adalah

D%y — aD%y = bI'(1 + a) BE,(bt®)

+(b—a)(T(1+ a)BE,(bt*) 4+ (Bt* + C)bE, (b)) (3.24)
Pengurangan (3.24) dengan (b(D®*y — ay)), memberikan
D**y — (a+b)D* + aby = (b — a) (I'(1 + o) BE, (bt™)) (3.25)
Turunan fractional tipe Jumarie ke « dari (3.25) adalah
D3y — (a4 b)D**y + abD = b ((b — a)T(1 + o) BE,(bt*)) (3.26)
Dengan menstubstitusi persamaan (3.25) ke persamaan (3.26) diperoleh

D3y — x4 D**y + 73Dy — 3y = 0,
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dimana v; = a + 2b, y2 = 2ab + b? dan v3 = ab®. Ini menunjukkan bahwa (3.15)
adalah solusi dari persamaan (1.2). O

Teorema 3.7. Solusi dari persamaan diferensial fractional dengan v1 = a + 2b,
o = 2ab + b2 + c? dan v3 = ab? + ac? untuk 0 < a < 1 adalah

y = AE,(at®) + Eo(bt%) [B cosq (ct®) + C'sing (ct®)] (3.27)
dimana A, B dan C adalah konstanta sebarang.

Bukti. Turunan fractional tipe Jumarie ke « dari (3.27), adalah
D% = aAE,(at®) + bEy(bt") [B cosq(ct®) + C'sing (ct®)]

+E,(bt%) [=Besing (et®) + Cecosy (ct®)] (3.28)
Pengurangan (3.28) dengan ay, memberikan

D% — ay = (b — a)E(btY) [[B cosq (ct®) + C sing (ct?))

+E(btY) [ Besing (et®) + Cecosy (ct®)] (3.29)
Turunan fractional tipe Jumarie ke « dari (3.29 adalah
D?ay — aD"y = b(b — a) Eo (bt™) [[B cosa(ct™) + C'sing (ct®)]
+(b — a)E, (btY) [-Besing (ct®) + Cecos, (ct®)]
+bE, (btY) [~ Besing (ct®) + Cecosq (ct)] ]
+E,(bt*) [~ Bc? cosa(ct®) — Cc? sing (ct®)] (3.30)
Pengurangan (3.30) dengan b(D%y — ay), memberikan
D?**y — (a +b) Dy + aby = (b — a) B4 (bt*) [~ Besing (ct®) 4+ Cecosy (ct®)]
+E, (bt™) [~ Bc? cosy (ct®) — Cc? sing (ct”)] (3.31)
Turunan fractional tipe Jumarie ke a dari (3.31), adalah
D**y — (a4 b) Dy + aby = b[(b — a) B4 (bt*) [~ Besing (ct®) 4+ Ce cosy (ct®)]
o (bt%) [~ Be? cosq (ct®) — Cc? sing (ct)] ]

)[=
(b — a)Eo (bt™) [[B cosq (ct™) 4 C sing (ct®)]

E,(bt") [-Besing (ct®) + Cecosy(ct¥)]]  (3.32)
Dengan menstubstitusi persamaan (3.31) dan (3.30) ke persamaan (3.32), diperoleh
D3*y — (a4 b)D*y + aby = b[D?**y — (a + b) Dy + aby] — 2[D*y — ay]
DPay — y1D?*ay + 792D — y3y =0

dimana v = a+2b, v2 = 2ab+b? + ¢? dan v3 = ab® + ac?. Ini menunjukkan bahwa
(3.15) adalah solusi dari persamaan (1.2). O
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4. Kesimpulan

Kesimpulan dari skripsi ini diberikan sebagai berikut:

1. Untuk persamaan diferensial fractional orde (2, «) :
(i.) Jika v; = a + b dan 2 = ab maka solusi dari persamaan (1.1) adalah
y = AE,(at*) + BE, (bt®),
dimana A dan B adalah konstanta sebarang.
(ii.) Jika 71 = 2a dan v, = a? maka solusi dari persamaan (1.1) adalah
y = (At* + B)E,(at®),
dimana A dan B adalah konstanta sebarang.
(iii.) Jika 71 = 2a dan 2 = a? + b* maka solusi dari persamaan (1.1) adalah
y = Eqo(at®)[A cos, (btY) 4+ B sin,, (bt%)]
dimana A dan B adalah konstanta sebarang.
2. Untuk persamaan diferensial fractional orde (3,a) :

(i.) Jikavy; = a+b+c, v = ab+ac+be dan 3 = abe maka solusi dari persamaan
(1.2) adalah

y = AE,(at*) + BE,(bt*) + CE,(ct™)

dimana A, B dan C adalah konstanta sebarang.
(ii.) Jika v1 = 3a, v2 = 3a® dan 73 = a® maka solusi dari persamaan (1.2) adalah

y = (At?* + Bt* + C)E, (at®)
dimana A, B dan C adalah konstanta sebarang.

(iii.) Jika 1 = a + 2b, y2 = 2ab + b dan 3 = ab? maka solusi dari persamaan
(1.2) adalah

y = AE,(at*) + (Bt* 4+ C)E,(bt®)
dimana A, B dan C adalah konstanta sebarang.

(iv.) Jika v1 = a + 2b, vo = 2ab + b + ¢* dan 3 = ab® + ac® maka solusi dari
persamaan (1.2) adalah

y = AE,(at™) + E,(bt®) [B coss (ct™) + Csing (ct®)]

dimana A, B dan C adalah konstanta sebarang.
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