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Abstract. Dalam skripsi ini diselesaikan persamaan diferensial fractional linier orde

(2, α) dan (3, α) dengan turunan tipe Jumarie. Beberapa contoh yang mengilustrasikan

teorema utama dipaparkan.
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1. Pendahuluan

Diberikan persamaan diferensial fractional linier orde (2, α) dan (3, α)

sebagai berikut :

D2αy(t)− γ1D
αy(t) + γ2y(t) = 0 (1.1)

dan

D3αy(t)− γ1D
2αy(t) + γ2D

αy(t)− γ3y(t) = 0 (1.2)

dimana γ1, γ2 dan γ3 adalah konstanta, dengan

Dαf(t) =
1

Γ(1− α)
D

t∫
0

(t− τ)−α[f(τ)− f(0)]dτ , 0 < α < 1. (1.3)

Dalam makalah ini akan diselesaikan persamaan diferensial (1.1) dan (1.2)

dimana Dαf(t) adalah turunan fractional tipe Jumarie.

2. Landasan Teori

2.1. Beberapa Fungsi Khusus

Definisi 2.1. [6] Fungsi Gamma dinyatakan sebagai Γ(n), didefinisikan

sebagai berikut:

Γ(n) =

∞∫
0

xn−1e−x dx, n > 0.

Definisi 2.2. [4] Fungsi Beta didefinisikan sebagai berikut :
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β(p, q) =
1∫
0

xp−1(1− x)q−1dx , x ∈ R

dimana Re(p) > 0 dan Re(q) > 0.

Definisi 2.3. [4] Fungsi Mittag-Leffler satu parameter (Eα) didefinisikan sebagai

berikut :

Eα(z) =
∑∞
k=0

zk

Γ(αk+1) , Re(α) > 0.

Fungsi Mittag-Leffler dua parameter didefinisikan sebagai berikut :

Eα,β (z) =
∑∞
k=0

zk

Γ(αk+β) , Re(α) > 0, Re(β) > 0, β ∈ C.

[2] Fungsi Mittag-Leffler kompleks didefinisikan sebagai berikut :

Eα(itα) = cosα(tα) + i sinα(tα)

cosα(tα) =
∑∞
k=0(−1)k t2kα

(2kα)!

sinα(tα) =
∑∞
k=0(−1)k t

(2kα+1)α

(2kα+α)!

3. Pembahasan

3.1. Solusi persamaan diferensial fractional orde (2, α)

Perhatikan kembali persamaan diferensial fractional (1.1). Solusi dari (1.1)

diberikan dalam teorema berikut :

Teorema 3.1. [1] Solusi dari persamaan (1.1) untuk 0 < α < 1 dimana γ1 = a+ b

dan γ2 = ab adalah

y = AEα(atα) +BEα(btα) (3.1)

dimana A dan B adalah konstanta sebarang.

Bukti.

D2αy − (a+ b)Dαy + aby = 0 (3.2)

Persamaan (3.2) dapat ditulis menjadi

(Dα − a)(Dα − b)y(t) = 0 (3.3)

Misalkan (Dα − b)y(t) = x(t) maka persamaan (3.3) menjadi

(Dα − a)x(t) = 0 atau Dαx(t) = ax(t) (3.4)

Solusi dari persamaan (3.4) sama dengan solusi dari persamaan (??) yaitu

x(t) =A1Eα(atα)

(Dα − b)y(t) =A1Eα(atα)

Dαy − by =A1Eα(atα)

Eα(−btα)(Dαy − by) =A1Eα(atα)Eα(−btα)
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Dα(yEα(−btα)) =
A1

a− b
Dα(Eα(atα)Eα(−btα)) (3.5)

Integral fractional tipe Jumarie dari persamaan (3.5) diperoleh

yEα(−btα) =
A1

a− b
Eα(atα)Eα(−btα) +B

y =AEα(atα) +BEα(btα),

dimana A = A1

a−b . Ini menunjukkan bahwa (3.1) adalah solusi dari

persamaan (1.1).

Teorema 3.2. [1] Solusi dari persamaan diferensial fractional untuk γ1 = 2a dan

γ2 = a2, dengan 0 < α < 1 adalah

y = (Atα +B)Eα(atα), (3.6)

dimana A dan B adalah konstanta sebarang.

Bukti.

D2αy − 2aDαy + a2y = 0 (3.7)

Persamaan (3.7) dapat ditulis menjadi (Dα − a)2y = 0 atau

(D2α− 2aDα + a2)y = 0, misalkan (Dα− a)y = v maka persamaan menjadi (Dα−
a)v = 0

v(t) =A1Eα(atα)

(Dα − a)y =A1Eα(atα)

Eα(−atα)(Dαy − ay) =A1Eα(atα)Eα(−atα)

Dα [yEα(atα)] = A1 = Dα

[
A1t

α

Γ(1 + α)

]
(3.8)

Integral fractional tipe Jumarie dari persamaan (3.8) diperoleh

yEα(−atα) =
A1

Γ(1 + α)
+B

y =(Atα +B)Eα(atα), dimana A =
A1

Γ(1 + α)
.

Ini menunjukkan bahwa (3.6) adalah solusi dari (1.1).

Teorema 3.3. [1] Solusi dari persamaan diferensial fractional untuk γ1 = 2a dan

γ2 = a2 + b2 dengan 0 < α < 1 adalah

y = Eα(atα)[A cosα(btα) +B sinα(btα)] (3.9)

dimana A dan B adalah konstanta sebarang.

Bukti. Turunan fractional tipe Jumarie ke α dari (3.9), adalah

Dαy = aEα(atα) [A cosα(btα) +B sinα(btα)] (3.10)
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+Eα(atα) [−Absinα(btα) +Bbcosα(btα)]

Pengurangan (3.10) dengan ay, memberikan

Dαy − ay = Eα(atα)[−Absinα(btα) +Bbcosα(btα)] (3.11)

Turunan fractional tipe Jumarie ke α dari (3.11) adalah

D2αy − aDαy = aEα(atα) [−Absinα(btα) +Bbcosα(btα)]

+Eα(atα)
[
−Ab2cosα(btα)−Bb2sinα(btα)

]
(3.12)

Dengan mensubstitusi persamaan (3.11) dan persamaan (3.9) ke (3.12) diperoleh

D2αy − aDαy = a(Dαy − ay))− b2y (3.13)

Persamaan (3.13) menjadi

D2αy − γ1D
αy + γ2y = 0,

dimana γ1 = 2a dan γ2 = a2 + b2. Ini menunjukkan bahwa (3.9) adalah solusi dari

(1.1).

3.2. Solusi persamaan diferensial fractional orde (3, α)

Perhatikan kembali persamaan diferensial fractional (1.2). Solusi dari (1.2)

diberikan dalam teorema berikut

Teorema 3.4. Solusi dari persamaan (1.2) , untuk 0 < α < 1, dimana γ1 =

a+ b+ c, γ2 = ab+ ac+ bc dan γ3 = abc adalah

y = AEα(atα) +BEα(btα) + CEα(ctα) (3.14)

dimana A, B dan C adalah konstanta sebarang.

Bukti Teorema (3.4) ini dapat diperluas dari teorema (3.1).

Teorema 3.5. Solusi dari persamaan diferensial fractional dengan γ1 = 3a, γ2 =

3a2 dan γ3 = a3 untuk 0 < α < 1 adalah

y = (At2α +Btα + C)Eα(atα) (3.15)

dimana A, B dan C adalah konstanta sebarang.

Bukti. Turunan fractional tipe Jumarie ke α dari (3.15) adalah

Dαy =

[
Γ(1 + 2α)

Γ(1 + α)
Atα + Γ(1 + α)B

]
Eα(atα)+(At2α+Btα+C)aEα(atα) (3.16)

Pengurangan (3.16) dengan ay, memberikan

Dαy − ay =

[
Γ(1 + 2α)

Γ(1 + α)
Atα + Γ(1 + α)B

]
Eα(atα) (3.17)

Turunan fractional tipe Jumarie ke α dari (3.17) adalah

(D2αy − aDαy) =

[
Γ(1 + 2α)

Γ(1 + α)
Γ(1 + α)A+ Γ(1 + α)B

]
Eα(atα)
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+

[
Γ(1 + 2α)

Γ(1 + α)
Atα + Γ(1 + α)B

]
aEα(atα) (3.18)

Pengurangan (3.18) dengan (a(Dαy − ay)), diperoleh

D2αy − 2aDαy + a2y =

[
Γ(1 + 2α)

Γ(1 + α)
Γ(1 + α)A+ Γ(1 + α)B

]
Eα(atα) (3.19)

Turunan fractional tipe Jumarie ke α dari (3.19) adalah

D3αy − 2aD2αy + a2Dαy = a

([
Γ(1 + 2α)

Γ(1 + α)
Γ(1 + α)A+ Γ(1 + α)B

]
Eα(atα)

)
(3.20)

Dengan menstubstitusi persamaan (3.19) ke persamaan (3.20) diperoleh

D3αy − γ1D
2αy + γ2D

αy − γ3y = 0,

dimana γ1 = 3a, γ2 = 3a2 dan γ3 = a3. Ini menunjukkan bahwa (3.15) adalah solusi

dari persamaan (1.2).

Teorema 3.6. Solusi dari persamaan diferensial fractional dengan γ1 = a + 2b,

γ2 = 2ab+ b2 dan γ3 = ab2 untuk 0 < α < 1 adalah

y = AEα(atα) + (Btα + C)Eα(btα) (3.21)

dimana A, B dan C adalah konstanta sebarang.

Bukti. Turunan fractional tipe Jumarie ke α dari (3.21), adalah

Dαy = AaEα(atα) + Γ(1 + α)BEα(btα) + (Btα + C)bEα(btα) (3.22)

Pengurangan (3.22) dengan ay, memberikan

Dαy − ay = Γ(1 + α)BEα(btα) + (b− a)(Btα + C)Eα(btα) (3.23)

Turunan fractional tipe Jumarie ke α dari (3.23) adalah

D2αy − aDαy = bΓ(1 + α)BEα(btα)

+(b− a) (Γ(1 + α)BEα(btα) + (Btα + C)bEα(btα)) (3.24)

Pengurangan (3.24) dengan (b(Day − ay)), memberikan

D2αy − (a+ b)Dαy + aby = (b− a) (Γ(1 + α)BEα(btα)) (3.25)

Turunan fractional tipe Jumarie ke α dari (3.25) adalah

D3αy − (a+ b)D2αy + abDαy = b ((b− a)Γ(1 + α)BEα(btα)) (3.26)

Dengan menstubstitusi persamaan (3.25) ke persamaan (3.26) diperoleh

D3αy − γ1D
2αy + γ2D

αy − γ3y = 0,
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dimana γ1 = a + 2b, γ2 = 2ab + b2 dan γ3 = ab2. Ini menunjukkan bahwa (3.15)

adalah solusi dari persamaan (1.2).

Teorema 3.7. Solusi dari persamaan diferensial fractional dengan γ1 = a + 2b,

γ2 = 2ab+ b2 + c2 dan γ3 = ab2 + ac2 untuk 0 < α < 1 adalah

y = AEα(atα) + Eα(btα) [B cosα(ctα) + C sinα(ctα)] (3.27)

dimana A, B dan C adalah konstanta sebarang.

Bukti. Turunan fractional tipe Jumarie ke α dari (3.27), adalah

Dαy = aAEα(atα) + bEα(btα) [B cosα(ctα) + C sinα(ctα)]

+Eα(btα) [−Bc sinα(ctα) + Cc cosα(ctα)] (3.28)

Pengurangan (3.28) dengan ay, memberikan

Dαy − ay = (b− a)Eα(btα) [[B cosα(ctα) + C sinα(ctα)]

+Eα(btα) [−Bc sinα(ctα) + Cc cosα(ctα)] (3.29)

Turunan fractional tipe Jumarie ke α dari (3.29 adalah

D2αy − aDαy = b(b− a)Eα(btα) [[B cosα(ctα) + C sinα(ctα)]

+(b− a)Eα(btα) [−Bc sinα(ctα) + Cc cosα(ctα)]

+bEα(btα) [−Bc sinα(ctα) + Cc cosα(ctα)] ]

+Eα(btα)
[
−Bc2 cosα(ctα)− Cc2 sinα(ctα)

]
(3.30)

Pengurangan (3.30) dengan b(Dαy − ay), memberikan

D2αy − (a+ b)Dαy + aby = (b− a)Eα(btα) [−Bc sinα(ctα) + Cc cosα(ctα)]

+Eα(btα)
[
−Bc2 cosα(ctα)− Cc2 sinα(ctα)

]
(3.31)

Turunan fractional tipe Jumarie ke α dari (3.31), adalah

D3αy − (a+ b)Dαy + aby = b[(b− a)Eα(btα) [−Bc sinα(ctα) + Cc cosα(ctα)]

+Eα(btα)
[
−Bc2 cosα(ctα)− Cc2 sinα(ctα)

]
]

−c2[(b− a)Eα(btα) [[B cosα(ctα) + C sinα(ctα)]

+Eα(btα) [−Bc sinα(ctα) + Cc cosα(ctα)] ] (3.32)

Dengan menstubstitusi persamaan (3.31) dan (3.30) ke persamaan (3.32), diperoleh

D3αy − (a+ b)Dαy + aby = b[D2αy − (a+ b)Dαy + aby]− c2[Dαy − ay]

D3αy − γ1D
2αy + γ2D

αy − γ3y = 0

dimana γ1 = a+ 2b, γ2 = 2ab+ b2 + c2 dan γ3 = ab2 + ac2. Ini menunjukkan bahwa

(3.15) adalah solusi dari persamaan (1.2).
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4. Kesimpulan

Kesimpulan dari skripsi ini diberikan sebagai berikut:

1. Untuk persamaan diferensial fractional orde (2, α) :

(i.) Jika γ1 = a+ b dan γ2 = ab maka solusi dari persamaan (1.1) adalah

y = AEα(atα) +BEα(btα),

dimana A dan B adalah konstanta sebarang.

(ii.) Jika γ1 = 2a dan γ2 = a2 maka solusi dari persamaan (1.1) adalah

y = (Atα +B)Eα(atα),

dimana A dan B adalah konstanta sebarang.

(iii.) Jika γ1 = 2a dan γ2 = a2 + b2 maka solusi dari persamaan (1.1) adalah

y = Eα(atα)[A cosα(btα) +B sinα(btα)]

dimana A dan B adalah konstanta sebarang.

2. Untuk persamaan diferensial fractional orde (3, α) :

( i. ) Jika γ1 = a+b+c, γ2 = ab+ac+bc dan γ3 = abc maka solusi dari persamaan

(1.2) adalah

y = AEα(atα) +BEα(btα) + CEα(ctα)

dimana A, B dan C adalah konstanta sebarang.

(ii.) Jika γ1 = 3a, γ2 = 3a2 dan γ3 = a3 maka solusi dari persamaan (1.2) adalah

y = (At2α +Btα + C)Eα(atα)

dimana A, B dan C adalah konstanta sebarang.

(iii.) Jika γ1 = a + 2b, γ2 = 2ab + b2 dan γ3 = ab2 maka solusi dari persamaan

(1.2) adalah

y = AEα(atα) + (Btα + C)Eα(btα)

dimana A, B dan C adalah konstanta sebarang.

(iv.) Jika γ1 = a + 2b, γ2 = 2ab + b2 + c2 dan γ3 = ab2 + ac2 maka solusi dari

persamaan (1.2) adalah

y = AEα(atα) + Eα(btα) [B cosα(ctα) + C sinα(ctα)]

dimana A, B dan C adalah konstanta sebarang.
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