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Abstrak. Misalkan terdapat graf G = (V, E) suatu graf terhubung. Misalkan II =
{S1, S2,- -+, Sk} merupakan partisi dari V(G) ke dalam kelas-kelas warna yang saling
bebas, dimana S; merupakan himpunan titik-titik yang berwarna i dengan 1 < i <
k. Berdasarkan suatu pewarnaan titik, maka representasi v terhadap II disebut kode
warna dari v, dinotasikan dengan cr(v). Kode warna cr(v) dari suatau titik v € V(G)
didefinisikan sebagai k-vektor,

CH(U) = (d(’U, Sl)7d(v752)7' o ,d(’U,Sk)),

dimana d(v, S1) = min{d(v,z)|z € S;} untuk 1 <1 < k. Jika setiap titik yang berbeda
di G memiliki kode warna yang berbeda terhadap II, maka ¢ disebut pewarnaan lokasi.
Oleh karena itu suatu pewarnaan lokasi G adalah pewarnaan yang membedakan setiap
titik di G berdasarkan jaraknya terhadap kelas warna yang dihasilkan. Minimum dari
banyaknya warna yang digunakan pada pewarnaan lokasi dari graf G' disebut bilangan
kromatik lokasi, dinotasikan xr,(G). Pada tulisan ini akan dibahas bilangan kromatik
lokasi dari graf tangga segitiga diperumum 7'r,, untuk n =2 dan n = 3.

Kata Kunci: Bilangan kromatik lokasi, Kelas warna, Kode warna, Graf tangga segitiga
diperumum T'ry,

1. Pendahuluan

Pewarnaan titik dari graf G = (V, E)) merupakan suatu pemetaan ¢ : V(G) —
N sedemikian sehingga c(u) # c¢(v) untuk setiap w,v € V(G) yang bertetangga.
Apabila warna yang digunakan sebanyak k maka G dikatakan mempunyai k-
pewarnaan. Bilangan bulat terkecil k£ sedemikian sehingga G mempunyai suatu
pewarnaan titik disebut bilangan kromatik yang dinotasikan dengan x(G).
Misalkan IT = {51, S, ..., Sk} merupakan partisi dari V(G) ke dalam kelas - ke-
las warna yang saling bebas, dimana S; merupakan himpunan titik - titik yang
berwarna ¢ dengan 1 < ¢ < k. Kode warna cr(v) dari titik V' merupakan vektor
dengan banyak k unsur yaitu,

en(v) = (d(v, S1),d(v, S2), ..., d(v, Sk))
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dimana d(v,S;) = min{d(v,z)|z € S;} untuk 1 < i < k. Jika setiap titik yang
berbeda pada G mempunyai kode warna yang berbeda terhadap II, maka ¢ disebut
pewarnaan lokasi(locating coloring). Oleh karena itu suatu pewarnaan lokasi
G adalah pewarnaan yang membedakan setiap titik di G berdasarkan jaraknya
terhadap kelas warna yang dihasilkan. Minimum dari banyaknya warna yang di-
gunakan pada pewarnaan lokasi dari graf G disebut bilangan kromatik lokasi
(locating chromatic number) dari G yang dinotasikan dengan xr,(G) [3].

2. Definisi dan Terminologi Graf

Suatu graf didefinisikan sebagai pasangan himpunan terurut G = (V, E) dengan
V(G) himpunan tak kosong yang elemen - elemennya dinamakan titik (vertex) dari
G dan E(G) merupakan pasangan - pasangan yang tak berurut dari titik (vertex)
yang disebut sisi (edge) dari G. Banyaknya titik pada graf G disebut orde yang
dinotasikan dengan |V (G)| sedangkan banyaknya sisi pada graf G disebut ukuran
(size) yang dinotasikan dengan |E(G)|.

Graf tangga adalah graf yang diperoleh dari hasil kali graf lintasan P, dan P,,. Se-
lanjutnya, graf tangga segitiga diperoleh dari kumpulan segitiga-segitiga terhubung.
Misalkan T adalah kumpulan segitiga-segitiga terhubung, maka 7T adalah graf pla-
nar terhubung dengan siklus terpendek tiga dan masing-masing segitiga beririsan
pada paling sedikit satu sisi dengan lainnya. Kumpulan segitiga terhubung disebut
triomino. T disebut n-triomino jika T adalah susunan dari n segitiga yang ter-
hubung. Graf tangga segitiga dengan panjang n adalah n-triomino yang di-susun
secara mendatar dengan menempatkan n segitiga dengan cara seperti pada Gambar
1 [4] yang dinotasikan dengan n-graf tangga segitiga.

Graf piramida dengan n baris, ditulis Pr, adalah graf yang dibentuk dengan
menempatkan 1-tangga segitiga, 3-tangga segitiga ,..., (2n — 3)-tangga segitiga
seperti pada gambar 2 [5]. Titik paling atas dari graf piramida dinamakan sebagai
titik puncak dan titik paling bawah dari graf piramida dinamakan sebagai titik-titik
bawah.

1 - Graf Tangga Segitiga 2 - Graf Tangga Segitiga 3 - Graf Tangga Segitiga

-7
\ \ /

\ \ /
N — _V

(2n-1) - Graf TanggaS_egitiga (2 n) - Graf Tangga Segitiga

Gambar 1.  Graf Tangga Segitiga, n > 1.
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i : 1-tangga segitiga
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Gambar 2.  Graf Piramida dengan n baris.

Berdasarkan Gambar 2, dengan menambahkan satu titik di bawah graf pi-
ramida, dinamakan titik dasar (titik utama) dan sebanyak n sisi tertentu yang
menghubungkan titik dasar dengan titik-titik bawah pada graf piramida, maka
diperoleh graf tangga segitiga yang diperumum yang dinotasikan sebagai T'r,,, un-
tuk n > 2, dengan n merupakan banyaknya sisi yang terkait dengan titik utama
[6].

Dengan demikian diperoleh bentuk umum dari graf tangga segitiga yang dipe-
rumum adalah sebagai berikut :

V(Try) = {v}U{v;|1<i<n,1<j<n-—i+1}, dan
E(Try) = {vvy;| 1 <j <n},
U {vijvigen| 1 <i<n—1,1<j <n—q},
U {vijvagny,l 1 <i<n—3,1<j<n—1},
U {vijvasng-nl 1 <i<j—1,2 <5 <n}.
Berdasarkan bentuk umum di atas, dapat dilihat titik pada graf tangga segitiga
diperumum dinamakan titik v;;, dimana ¢ merupakan banyaknya tingkatan pada

graf dan j merupakan urutan titik pada setiap tingkatan yang sama pada graf. Pada
Gambar 3 diberikan contoh untuk graf tangga segitiga yang diperumum (7T'r,,) :



20 Sutra Lidya Pritama, dkk
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Gambar 3.  Graf Tangga Segitiga yang Diperumum 7'r,, dengan n > 2.

3. Bilangan Kromatik Lokasi Pada Graf Tangga Segitiga
Diperumum T'r,,

Teorema 3.0.1{ Misalkan T'r,, adalah graf tangga segitiga diperumum dimana n
menyatakan banyaknya sisi yang terkait dengan titik utama maka

xr(Try) = 4, untuk n =2 dan n =3,

Bukti. Misalkan ¢ adalah pewarnaan lokasi dari graf tangga segitiga diperumum
Tr, dan II = {S1, S2, S5, -+, Sk} adalah partisi titik-titik pada graf Tr,, dimana
S; sebagai kelas warna ke-i untuk 1 < ¢ < k. Akan dibuktikan bilangan kromatik
lokasi graf tangga segitiga diperumum 77, dengan n = 2 dan n = 3. Pandang
beberapa kasus berikut.

Kasus 1. Akan ditunjukkan xp(7r,) = 4 untuk n = 2.

Pertama, akan ditunjukkan xr,(Tr,) > 4. Andaikan x1(Tr,) = 3 untuk n = 2 akan
diberikan semua kemungkinan pewarnaan dengan tiga warna seperti pada Gambar
4

Berdasarkan Gambar 4 dapat dilihat bahwa T'rs mempunyai 3 — pewarnaan lokasi,
maka terdapat dua titik dominan dengan warna yang sama pada pewarnaan lokasi
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Gambar 4. Graf Tangga Segitiga Diperumum T'ro dengan xr(7T7r2) = 3.

tersebut. Artinya dua titik tersebut mempunyai kode warna yang sama. Hal ini
kontradiksi dengan definisi pewarnaan lokasi yang menyatakan setiap titik di
Tro haruslah memiliki kode warna yang berbeda maka dapat di-simpulkan bahwa
xr(Tre) > 4.

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa yp(Tr2) < 4 untuk n = 2. Misalkan didefi-
nisikan pewarnaan titik di Try sebagai ¢ : V(Tre) — {1,2,3,4} sedemikian se-
hingga:

C(UH) = 1,
C(U12) = 2,
c(va1) = 3,
c(v) = 4.

Berdasarkan konstruksi tersebut diperoleh kelas warna sebagai berikut;

S1 = {1111}
Sy = {1112}
Sz = {vo1}
S4 = {U}

Akibatnya, diperoleh kode warna setiap titik di T'ry terhadap IT = {S, Sa, S3, S4}
sebagai berikut:

CH(Ull) (d(’Ull, 51)7 (1)11, Sg), d(Ull, Sg), d(Ull, 54)) = (0, 17 1, 1),
CH(Ulg) (d(’Ulg, 51)7 d(’Ulg, Sg), d(Ulg, Sg), d(Ulg, 54)) = (1, O, 1, 1),
CH(U21) = (d(UQl, Sl) d(’l)gl, 52), d(v 21, Sg), d(UQl, S4)) = (1, 1, 0, 2),
cn(v) = (d(v, S1),d(v, S2),d(v, Ss),d(v, S4)) = (1,1,2,0).

Berdasarkan kode warna yang diperoleh dapat dilihat bahwa setiap titik pada Tr
memiliki kode warna yang berbeda maka ¢ merupakan pewarnaan lokasi pada graf
T'ry, sehingga diperoleh xr(Tre) < 4 untuk n = 2. Dari pembuktian dapat dilihat
bahwa x1(Try) < 4 dan xr(Tre) > 4 sehingga dapat disimpulkan x(Try) = 4
untuk n = 2. (Lihat Gambar 5).

Kasus 2. Akan ditunjukkan xp(7r,) = 4 untuk n = 3.

Pertama, akan ditunjukkan y(Trs3) > 4. Pada Kasus 1 dapat dilihat bahwa
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Gambar 5. Graf Tangga Segitiga Diperumum 7'r.

xL(Tre) = 4, karena pewarnaan Trs mengikuti pewarnaan Tro maka harus-
lah warna di T'r3 paling sedikit sama dengan warna di Tr, sehingga diperoleh
xL(Trs) > 4. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa yr(Trs) < 4 untuk n = 3.
Didefinisikan pewarnaan titik terhadap graf Trs sebagai ¢ : V(T'rs3) — {1,2, 3,4}
sedemikian sehingga:

C(UH) = C(’Ugg) =1
C(U12) = C(’U31> =2
C(Ulg) = C(’U21> =3

Berdasarkan konstruksi tersebut diperoleh kelas warna sebagai berikut:

S1 = {111171)22}
Sy = {111271)31}
Ss = {11137021}
S4 = {U}

Berdasarkan Gambar 6 dapat dilihat bahwa T'r3 diwarnai mengikuti pewarnaan
Tro maka diperoleh kode warna setiap titik di Tr, terhadap II sama dengan kode
warna setiap titik di T'r3 terhadap II,hanya saja Trs memiliki kode warna tambahan
yaitu :

crr(viz) = (d(vis, S1), d(vi3, S2), d(v13, S3), d(v13, 54)) = (1,1,0, 1),
cri(va2) = (d(va2, S1), d(vaz, S2), d(va2, S3), d(vaz2, S1)) = (0,1, 1,2),
cn(v31) = (d(vs, S1),d(v31, S2),d(v31, S3),d(v31, S4)) = (1,0, 1,3).
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Gambar 6.  Graf Tangga Segitiga Diperumum T'rs.

Pada T'rs memiliki perbedaan di kode warna cr(v) = (1,1, 1,0). Berdasarkan kode
warna di atas dapat dilihat bahwa setiap titik di Tr3 memiliki kode warna yang
berbeda sehingga diperoleh x(Tr3) < 4 untuk n = 3. Dari pembuktian di atas
dapat dilihat bahwa xr,(Trs) < 4 dan x1(T'rs) > 4 untuk n = 3 sehingga dapat
disimpulkan x,(Trs) = 4. [ |

4. Kesimpulan

Pada tugas akhir ini diambil kasus untuk n = 2 dan n = 3 dimana n meru-
pakan banyaknya sisi yang terkait dengan titik utama sehingga diperoleh bilangan
kromatik lokasi dari graf tangga segitiga diperumum 7'r,, sebagai berikut:

xo(Try) = 4, untuk n =2 dan n =3,
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