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Abstrak. Misalkan terdapat graf terhubung G = (V,E) dan himpunan terurut

W c V(G), dengan W = {wi,ws,...,wg}, serta terdapat titik v € V(G).
Representasi titik v terhadap W yang dinotasikan dengan r(v|W), adalah
k-vektor

r(v|W) = (d(v,w1),d(v,w2),...,d(v, wg)).

Jika untuk setiap dua titik w dan v di G diperoleh bahwa r(ulW) #
r(v|W), maka W disebut sebagai himpunan pemisah (resolving set) untuk
graf G. Kardinalitas dari himpunan pemisah minimum dinamakan dimensi
metrik dari graf G yang dinotasikan dim(G). Graf amalgamasi tangga segitiga
diperumum homogen adalah graf yang diperoleh dari hasil amalgamasi graf tangga
segitiga diperumum yang sama untuk masing-masing graf. Graf tangga segitiga
diperumum dinotasikan dengan Tr,, untuk n > 2. Pada paper ini dibahas tentang
dimensi metrik dari graf Amal(Try,v)m untuk n =5 dan m = 3.

Kata Kunci: Dimensi metrik, Himpunan pemisah, Graf Amal(Tryn,v)m

1. Pendahuluan

Teori graf merupakan salah satu cabang ilmu matematika yang
bermanfaat dalam kehidupan sehari-hari. Graf digunakan untuk merepresentasikan
objek-objek dan hubungan objek-objek tersebut. Representasi visual dari graf
dengan menyatakan objek sebagai titik, sedangkan hubungan antara objek
dinyatakan dengan garis. Salah satu topik dalam teori graf adalah dimensi metrik
pada graf. Dimensi metrik pada graf diperkenalkan pertama kali secara terpisah
oleh Slater pada tahun 1975 dan oleh Harary dan Melter pada tahun 1976 [4].

Yulianti, dkk [7] mendefenisikan graf Amal{Tr,,v},, dimana graf
Amal{Try,,v},, adalah graf yang berasal dari m buah graf tangga segitiga
diperumum 7'r,,, untuk n > 2 dan m > 2. Dimensi metrik dari graf Amal{Tr,,v}m
untuk m = 2 telah ditentukan oleh Febrianti, F. [3]. Sementara, dimensi metrik
dari T'r, untuk m = 1 telah ditentukan oleh Angraini, F. [1] untuk n > 2. Pada
tugas akhir ini akan ditentukan dimensi metrik dari Amal{Tr,, v}, untuk m > 2.
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Dengan menggunakan hasil dari [3], akan diperoleh dimensi metrik dari
Amal{Tr,, v}, untuk n =5 dan m = 3.

2. Landasan Teori
2.1. Definisi Graf

Suatu graf G adalah pasangan himpunan V dan E yang dapat dituliskan
G = (V,E), dimana V adalah suatu himpunan titik (vertez) yang tidak kosong
dan E adalah himpunan sisi (edge) yang terdiri dari pasangan terurut titik-titik
berbeda dari V. Misalkan V' = {vy,vs,...,v,} adalah himpunan titik yang berisi n
titik di G dan E = {ej,es,...,e,} adalah himpunan sisi yang berisi m sisi di G.
Sisi pada graf, dapat juga dituliskan dengan v;v; atau v;v;.

2.2. Amalgamasi pada Graf

Definisi 2.1.[5] Misalkan G; suatu graf sederhana terhubung untuk
i€ {1,2,3,...,t} dengan V(G;) = { vi; | 1 < j < k;i} dan |V(G))| = ki,
dimana k; > 2. Selanjutnya, {G1,G2,...,G;} untuk ¢ > 2 kumpulan hingga
graf dan untuk setiap G; mempunyai titik v; € V(G;) yang disebut titik
terminal. Amalgamasi pada graf dinotasikan dengan Amal(G;,v); adalah
suatu graf yang berasal dari graf G1,Ga, ..., G; dengan mengidentifikasi titik-titik
terminal v; menjadi titik baru yang dinamakan titik v.

Misalkan G = Amal(G;,v);, dimana titik identifikasi graf G
dinotasikan dengan v dan V(G) = {v} U { v;; | 1 <@ < ¢, 1 < j <k — 1}
Pada Gambar 1 diberikan contoh graf amalgamasi dari tiga graf Cy, dimana titik
yang diidentifikasi adalah titik vy, vo dan v3 menjadi titik v.

Gambar 1. Graf Amal(G;,v); dimana G; = Cqg dant =3

2.3. Graf Amal(Tr,,v)m

Graf piramida dengan tinggi n (dinotasikan dengan Pr,) adalah graf
yvang dibentuk dari graf-graf 1-tangga segitiga, 3-tangga segitiga, 5-tangga
segitiga,. .., (2n — 3)-tangga segitiga, dimana graf 1-tangga setiga sebagai puncak
dari graf piramida dan graf (2n — 3)-tangga segitiga sebagai landasan bawah graf
piramida seperti pada Gambar 3.
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Graf tangga segitiga diperumum (dinotasikan dengan T'r,,, n > 2) adalah
graf yang diperoleh dengan menambahkan suatu titik baru yang dinamakan titik
utama pada graf piramida dan bertetangga dengan sebanyak n titik di landasan
dasar graf piramida, dimana n menyatakan banyak titik yang bertetangga dengan
titik utama [7].

i E 1-tangga segitiga
M 3-tangga segitiga

\ / \ i E (2n-3)-tangga segitiga

Graf Tr,

Gambar 2. Graf tangga segitiga diperumum 7'ry,

Graf amalgamasi tangga segitiga diperumum adalah graf yang diperoleh
dari hasil amalgamasi graf tangga segitiga diperumum. Graf amalgamasi tangga
segitiga diperumum homogen adalah graf yang diperoleh dari hasil amalgamasi
graf tangga segitiga diperumum yang sama untuk masing-masing graf yaitu graf
Tr,. Berdasarkan Definisi 2.1, dengan memilih G; = T'r, dengan titik terminal
untuk masing-masing 7T'r,, adalah titik vy maka graf amalgamasi tangga segitiga
diperumum homogen dapat dinotasikan dengan Amal(Try,,v),, dimana m > 2
dan n > 2 serta v menyatakan titik utama pada graf tersebut. Notasikan graf Tr,y
untuk k = 1,2, 3,...,m adalah graf T'r,, ke-k dengan himpunan titik dan himpunan
sisi sebagai berikut,

_ (k) ‘ ‘ .
V(T""nk)*{vk}u{”ij |1 <i<n,1<j<n-—i+l},

E(Trng) = B U Eg U Egp U By,

dimana

Ey =1 vkvlj) | 1<j<n}, (2.3.1)

Ezk—{v J+1|1<z<n1<j<n—z} (2.3.2)

Egk—{’l] §f_2_1)J|1<z<n—],1<]<n—l} (2.3.3)

E4k—{v 821)] pllsisn—11<j<n-—i+l} (2.3.4)

Dengan mengidentifikasi titik-titik vy, vs,..., v, menjadi titik v dari graf
Trp1, Trna, ..., T'ryk seperti yang terlihat pada Gambar 3, maka untuk setiap n > 2

dan m > 2 diperoleh graf Amal(Try,v),, adalah graf dengan himpunan titik dan
himpunan sisi sebagai berikut,
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V(Amal(Try,v)m) = {0} U (Upy {o) [1<i<n1<j<n—i+1}),
E(Amal(Try,v)m) = Ui, (Ef, U Ea, U Esi, U Eyg),

dimana

k

Ei‘kz{vv§j)|1§i§n}.

Esy, B3y, B4y secara terurut telah didefinisikan sebelumnya oleh (2.3.2), (2.3.3),
(2.3.4) merupakan himpunan sisi pada graf Amal(Tr,,v)m.
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Gambar 3. [8] Graf Amal(Trn,v)m

3. Dimensi Metrik pada Graf

Misalkan terdapat suatu graf terhubung yang dinotasikan dengan
G = (V,E) dimana terdapat dua titik w,v € V(G). Jarak antara u dan v
dapat didefinisikan sebagai panjang lintasan terpendek antara w dan v yang
dinotasikan dengan d(u,v). Serta terdapat himpunan terurut W c V(G),
dengan W = {wj,we,...,wr} dan titik v € V(G). Representasi titik v
terhadap W dinotasikan dengan r(v|W), adalah k-vektor
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r(v|W) = (d(v,w1),d(v,ws),...,dw,w)).

Jika Yu,v € V(G) berlaku d(u,w;) = d(v,w;) untuk 1 < ¢ < Fk,
maka r(u|W) = r(w/W). Jika Jw; € W sehingga d(u,w;) # d(v,w;) maka
r(u|W) # r(v|]W). Jika untuk setiap dua titik u dan v di V(G) diperoleh bahwa
r(uW) # r(v|W), maka W disebut sebagai himpunan pemisah (resolving
set) untuk graf G. Himpunan pemisah yang mempunyai kardinalitas minimum
disebut sebagai himpunan pemisah minimum (minimum resolving set).
Kardinalitas dari himpunan pemisah minimum ini dinamakan dimensi metrik

dari graf G, dinotasikan dim(G) [2].

Teorema 3.1. [2] Misal G adalah graf terhubung dengan banyak titik n > 2, maka
dim(G) =1 jika dan hanya jika G = P,.

Teorema 3.2. [2] Jika G graf lengkap dengan n titik dan n > 3, maka dim(G) =
n—1.

Teorema 3.3. [6] Misalkan {G1,Ga,...,Gn} kumpulan hingga graf dan vy adalah
titik terminal dari G; untuk ¢ = 1,2,3,...,n. Jika G adalah amalgamasi dari
G1,Gs, ..., G, yang dinotasikan Amal{G;,v},, maka

Yo dim(G;) —n < dim(G) <Y, dim(G;) +n — 1.

3.1. Dimensi Metrik dari Graf Amal(Tr,,v)m
untuk n =5 dan m = 3

Teorema 3.1 Misalkan Amal(Try,,v), adalah graf amalgamasi tangga segitiga
diperumum homogen dengan n =5 dan m = 3, maka.

dim(Amal(Trs,v)s) = 5.
Bukti :

Andaikan W = {a,b,c,d}, a # b # ¢ # d, dimana a,b,c dan d titik-titik yang
terdapat pada graf Amal(Trs,v)s. Perhatikan bahwa,

a. Andaikan titik a,b,c,d terletak pada Trs;. Himpunan W tidak akan
memberikan representasi yang berbeda, karena d(vﬁ), v) = d(vg), v), sehingga
diperoleh bahwa T(Uﬁ)WV) = r(v§§)|W).

b. Andaikan titik a,b terletak pada Trsy; dan titik ¢,d terletak pada Trss.
Himpunan W tidak akan memberikan representasi yang berbeda, karena
d(vj(-?), v) = d(vj(-‘;), v). Diperoleh bahwa r(v](-?)|W) = T(UJ(-?)|W).

c. Andaikan titik a, b terletak pada Trsy, titik ¢ terletak pada T'rsse, dan titik d
terletak pada Trss. Himpunan W tidak akan memberikan representasi yang
berbeda, karena terdapat paling sedikit dua titik mempunyai representasi yang
sama, yaitu dua titik yang memiliki jarak yang sama ke titik v.

Karena himpunan W tidak memberikan representasi yang berbeda, maka
diperoleh bahwa dim(Amal(Trs,v)s) > 5. Selanjutnya, misalkan W =
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{vﬁ),vé?,vﬁ),vg;,vn)} Representasi semua titik pada graf Amal(Trs,v)s

terhadap W adalah,

r(v|W) = (1,2,1,2,1),

r0D W) =(0,2,2,3,2), (@2 |W) = (3,4,4,2,3),
rB W) = (1,1,2,3,2), r@P|W) = (4,5,2,1,4),
rR W) = (2,1,2,3,2), r(v$)|W) = (4,5,3,1,4),
r(F W) = (3,2,2,3,2), r(v$)|W) = (4,5,4,2,4),
r(ld W) = (4,3,2,3,2), r(|W) = (5,6,3,2,5),
r(S W) = (1,1,3,4,3), r(2|W) = (5,6,4,2,5),
r(S) W) = (2,0,3,4,3), r(wP|W) = (6,7,4,3,6),
r(SE W) = (3,1,3,4,3), r(\P|W) = (2,3,2,3,0),
r(SP W) = (4,2,3,4,3), r(\P|W) = (2,3,2,3,1),
r(ul) W) = (2,1,4,5,4), r(vf3|W) = (2,3,2,3,2),
r(lH W) = (3,1,4,5,4), r(\P|W) = (2,3,2,3,3),
r(lE W) = (4,2,4,5,4), r(\P|W) = (2,3,2,3,4),
rP W) = (3,2,5,6,5), r(iP|W) = (2,3,2,3,5),
r(ly) W) = (4,2,5,6,5), r(0S)|W) = (3,4,3,4,1),
r(i? W) = (4,3,6,7,6), r(wi|W) = (3,4,3,4,2),
r(@ W) =(2,3,0,2,2), r(@|W) = (3,4,3,4,3),
r@W) = (2,3,1,1,2), r@P|W) = (3,4,3,4,4),
r@ W) = (2,3,2,1,2), r@P|W) = (4,5,4,5,2),
r@ W) = (2,3,3,2,2), r@P|W) = (4,5,4,5,3),
r(P W) = (2,3,4,3,2), r(wP|W) = (4,5,4,5,4),

<v21)|W) (374717173)7 T(Uz(é)“/v) = (576a57653)7
r(v W) = (3,4,2,0,3), r(v§}|W) = (5,6,5,6,4),
r(vy W) = (3,4,3,1,3),
Dari semua representasi di atas terlihat bahwa representasi setiap titik berbeda.
Karena |WW| = 5 memberikan representasi yang berbeda, maka batas atas

dim(Amal(Trs,v)3) adalah 5. Karena batas atas dim(Amal(Trs,v)s) adalah 5,
maka dim(Amal(Trs,v)3) < 5. Diperoleh bahwa dim(Amal(Trs,v)3) = 5.
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Gambar 4. Graf Amal(Trs,v)s

4. Kesimpulan

Pada paper ini telah diperoleh bahwa dimensi metrik dari graf

Amal(Try,v)m untuk n =5 dan m = 3 adalah 5.
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