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Abstrak. Graf identitas dari suatu grup dapat digambarkan dengan cara titik yang
menginterpretasikan unsur-unsur dari grup dihubungkan melalui sisi, dimana sisi
menghubungkan semua unsur ke unsur identitas grup dan dua unsur bertetangga jika
ketika dioperasikan operasi biner pada kedua unsur tersebut akan menghasilkan identi-
tas. Penelitian ini mengkaji sifat-sifat graf identitas yang diperoleh dari grup Z,. Pada
penelitian ini diperoleh bahwa untuk grup Z,, yang berorder n > 3 ganjil, maka graf iden-
titas yang dihasilkan memuat K3 sebanyak (n — 1)/2, sedangkan untuk grup Z, yang
berorder n > 2 genap, graf identitas yang dihasilkan memuat K3 sebanyak (n — 2)/2
dan sebuah Ks.

Kata Kunci: Graf, Grup, Graf identitas, Subgraf identitas khusus

1. Pendahuluan

Grup adalah suatu himpunan tak kosong dan dilengkapi dengan operasi yang
memenuhi sifat asosiatif, memiliki unsur identitas, dan setiap elemennya memi-
liki unsur invers. Contoh untuk grup antara lain himpunan bilangan bulat Z de-
ngan operasi penjumlahan, himpunan bilangan riil tak nol (R/{0}) dengan ope-
rasi perkalian, dan himpunan bilangan bulat modulo n (Z,,) dengan operasi pen-
jumlahan modulo n.

Grup dapat dibuat ke dalam bentuk graf dengan menggunakan elemen-elemen
dari grup beserta operasi yang digunakan pada grup. Suatu graf F' didefinisikan se-
bagai pasangan himpunan (V(F), E(F)), dimana V(F) adalah suatu himpunan
titik (vertexr) yang tidak kosong dan E(F') adalah himpunan sisi (edge) yang
terdiri dari pasangan terurut dari titik-titik berbeda dari V(F). Graf dari grup
digambarkan dengan cara titik yang menginterpretasikan unsur-unsur dari grup di-
hubungkan melalui sisi, dimana sisi menghubungkan dua unsur yang menghasilkan
identitas dengan operasi pada grup.

Penelitian ini mengkaji tentang graf-graf dari grup Z, dengan operasi pen-
jumlahan modulo n berdasarkan grup, subgrup, dan dinamika graf identitas serta
graf identitas khusus.

*penulis korespondensi
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2. Landasan Teori

2.1. Beberapa Definisi dalam Teori Grup

Definisi 2.1. [3] Misalkan A adalah himpunan dan R adalah relasi pada A. R
dikatakan relasi ekivalen jika R memenuhi refleksif, simetris, dan transitif.

Definisi 2.2. [3] Misalkan A adalah himpunan dan R adalah relasi pada A. Kelas
ekivalen dari A yang memuat a dinotasikan sebagai [a] yang didefinisikan sebagai
[a] ={be A| (a,b) € R}.

Definisi 2.3. [4] Suatu grup yang ditulis (G,*), dimana G adalah suatu himpunan
dan * adalah operasi biner pada G memenuhi aturan berikut :

(1) (axb)*c = ax(bxc) untuk setiap unsur a,b,c € G (dengan kata lain * asosiatif),

(2) terdapat suatu unsur e di G yang memenuhi a x e = e x a = a untuk semua
unsur a di G (e disebut identitas dari G),

(3) untuk setiap a € G, terdapat unsur a=t di G yang memenuhi axa™t = a"lxa =
e (a~t disebut invers dari a).

Definisi 2.4. [5] Jika suatu subhimpunan H dari suatu grup G membentuk grup
dengan operasi biner x yang sama dengan G, maka dapat dikatakan bahwa H adalah
subgrup dari G.

2.2. Beberapa Definisi dalam Teori Graf

Suatu graf F' dinotasikan sebagai pasangan himpunan (V(F'), E(F)), dimana
dalam hal ini V(F') adalah suatu himpunan titik (vertez) yang tidak kosong dan
E(F) adalah himpunan sisi (edge) yang terdiri dari pasangan terurut dari titik-titik
berbeda dari V(F). [2] Misalkan V(F) = {v1,vq, - ,v,} adalah himpunan titik
yang berisi n titik di F' dan E(F) = {e1,es2, -, e} adalah himpunan sisi yang
berisi m sisi di F. Secara umum, sisi dapat ditulis v;v; atau v;v;. Graf trivial
adalah graf yang hanya terdiri dari satu titik.

Dua titik v;, v; dari I’ dikatakan bertetangga jika v; dan v; dihubungkan oleh
satu sisi yang sama di I’ dan dua sisi e;,e; dikatakan bertetangga jika sisi e; dan
e; dihubungkan oleh satu titik di F. Derajat (degree) suatu titik v di F' adalah
banyaknya sisi yang terkait dengan v, dinotasikan dengan deg(v).

Suatu graf F' dikatakan graf terhubung (connected graph) jika untuk se-
tiap pasangan titik u,v € V(F) terdapat suatu lintasan yang menghubungkan u
dan v. Sebaliknya, suatu graf dikatakan graf tidak terhubung (disconnected
graph) jika untuk setiap pasangan titik u,v € V(F') tidak terdapat lintasan yang
menghubungkan « dan v.

Graf lengkap K, adalah graf terhubung dengan n titik yang setiap titiknya
saling bertetangga, sehingga semua titik dari graf lengkap K, berderajat n — 1.
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Gambar 1. Contoh (a) Graf Terhubung, (b) Graf Tidak Terhubung
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Gambar 2. Graf Lengkap K, untuk 2 <n < 6.

3. Pembahasan

3.1. Grup sebagai Graf

Definisi 3.1. [7] Misalkan G adalah grup dengan operasi * dan memiliki unsur
identitas e. Graf Fg yang terkait dengan G adalah graf yang diperoleh dengan cara
sebagai berikut. Himpunan V (F') adalah himpunan dari unsur-unsur di G dan him-
punan E(F) adalah dua unsur xz,y di G yang bertetangga jika x xy = e, dan setiap
unsur di G terhubung dengan unsur identitas dari G. Graf Fg disebut graf identitas
dari grup G.

Contoh 3.2. Misalkan K = {a,b, ¢, d}. Operasi biner o pada K didefinisikan menu-
rut tabel Cayley berikut merupakan suatu grup. Graf identitas dari K adalah:

°clabed
al|bdac
b|ldeba
c|labecd
d| cadb

Tabel 1. Tabel Cayley (K, o)

Gambar 3. Graf Identitas dari Grup K = {a,b,¢,d}

Definisi 3.3. [7] Misalkan G adalah grup dan H adalah subgrup dari G, maka graf
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identitas dari subgrup H dinamakan sebagai subgraf identitas khusus dari G.

Contoh 3.4. Berdasarkan Contoh 3.2 maka subgrup dari K adalah H = {b,c}.
Subgraf identitas khusus untuk H adalah sebagai berikut.

Gambar 4. Subgraf Identitas Khusus untuk H = {b, c}

Teorema 3.5. [7] Jika Z, = {0,1,2,--- ,n — 1} adalah grup yang berordern, n > 3
dengan n gangil, maka graf identitas yang dihasilkan oleh Z, akan memuat K3
sebanyak (n —1)/2.

Bukti. Perhatikan bahwa untuk setiap a € Z,,, 0 < a < n — 1, dengan a # 0 akan
mempunyai invers yaitu (n + (—a)) € Z, sedemikian sehingga (a + (n + (—a))) =0
dan tidak akan mempunyai invers berupa dirinya sendiri. Oleh karena itu, graf
identitas dari grup Z, hanya memuat K3. Perhatikan bahwa :

(1) Graf identitas dari Z,, dengan n = 3 akan memuat 1 buah K.

i 0
7;

Gambar 5. Graf Identitas Z, dengan n = 3

Oleh karena itu,
1=2/2=(3-1)/2=(n—1)/2, untuk n = 3.

(2) Graf identitas dari Z,, dengan n = 5 akan memuat 2 buah Kjs.

1 0

A

2 3

Gambar 6. Graf Identitas Z,, dengan n =5

Oleh karena itu,
2=4/2=(5-1)/2=(n—1)/2, untuk n = 5.

(3) Graf identitas dari Z,, dengan n = 7 akan memuat 3 buah Kj.
Oleh karena itu,
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Gambar 7. Graf Identitas Z, dengan n =7

3=6/2=(7T-1)/2=(n—1)/2, untuk n = 7.

(4) Graf identitas dari Z,, dengan n = 9 akan memuat 4 buah Kjs.

Gambar 8. Graf Identitas Z,, dengan n =9

Oleh karena itu,
4=8/2=(9-1)/2=(n—1)/2, untuk n = 9.

Berdasarkan (1) sampai dengan (4) di atas, terlihat bahwa graf identitas dari Z,,
dengann = 3,5,7,9,--- akan memuat K3 yang diakibatkan oleh @+ b = 0 sebanyak
(n —1)/2, sehingga graf identitas umum dari Z,, dengan n > 3 ganjil yaitu :

(n+1)/2 (n—1)/2

Gambar 9. Graf Identitas Z,, dengan n > 3 Ganjil

O

Teorema 3.6. (7] JikaZ, = {0,1,2,--- ,n — 1} adalah grup yang berorder n, n > 2
dengan n genap, maka graf identitas yang dihasilkan oleh Z, akan memuat K3
sebanyak (n —2)/2 dan sebuah Ks.

Bukti. Perhatikan bahwa untuk setiap a € Z,, 0 < a < n — 1, dengan a # 0 akan
mempunyai invers yaitu (n + (—a)) € Z, sedemikian sehingga (a + (n + (—a))) =0
kecuali untuk a = (n/2) € Z,, 0 <a <n-—1, dengan a # 0 akan memiliki invers
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berupa dirinya sendiri. Oleh karena itu, graf identitas dari grup Z, akan memuat
K3 dan mempunyai tepat satu Ks. Perhatikan bahwa :

(1) Graf identitas dari Z,, dengan n = 2 akan memuat 0 buah K3 dan 1 buah Ks.

I

Gambar 10. Graf Identitas Z,, dengan n = 2

Oleh karena itu,
0=0/2=(2-2)/2=(n—2)/2, untuk n = 2.

(2) Graf identitas dari Z,, dengan n = 4 akan memuat 1 buah K3 dan 1 buah Ks.

I

=
o

3
Gambar 11. Graf Identitas Z,, dengan n = 4

Oleh karena itu,
1=2/2=(4-2)/2=(n—2)/2, untuk n = 4.

(3) Graf identitas dari Z,, dengan n = 6 akan memuat 2 buah K3 dan 1 buah Kj.

Gambar 12. Graf Identitas Z,, dengan n =6

Oleh karena itu,
2=4/2=(6-2)/2=(n—2)/2, untuk n = 6.

(4) Graf identitas dari Z,, dengan n = 8 akan memuat 3 buah K3 dan 1 buah Kj.
Oleh karena itu,

3=6/2=(8-2)/2=(n—-2)/2, untuk n = 8.

Berdasarkan (1) sampai dengan (4) di atas, terlihat bahwa graf identitas dari Z,,
dengan n = 2,4,6,8,--- akan memuat tepat satu buah K> yang diakibatkan oleh
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Gambar 13. Graf Identitas Z,, dengan n =8

sehingga graf identitas umum dari Z,, dengan n > 2 genap yaitu :

m+2/2 m-2)/2

Gambar 14. Graf Identitas Z,, dengan n > 2 Genap

4. Kesimpulan

Untuk grup Z, yang berorder n > 3 ganjil, maka graf identitas akan memuat K3
sebanyak (n — 1)/2. Sedangkan untuk grup Z, yang berorder n > 2 genap, graf
identitas akan memuat K5 sebanyak (n — 2)/2 dan sebuah Ko.
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