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Abstrak. Pada penelitian ini dibahas beberapa jenis graf lembut kabur dan hubungan
antara graf-graf lembut kabur tersebut, yang diantaranya yaitu graf lembut kabur, graf
lembut kabur reguler, graf lembut kabur total reguler, dan graf lembut kabur parsial
reguler.

Kata Kunci: Graf lembut kabur, graf lembut kabur reguler, graf lembut kabur total
reguler, graf lembut kabur parsial reguler

1. Pendahuluan

Teori himpunan kabur (fuzzy set) pertama kali diperkenalkan oleh Dr. L. A Zadeh
pada tahun 1965 [11]. Himpunan kabur memiliki nilai keanggotaan yang berada
pada interval [0,1]. Pada kehidupan nyata sering ditemukan kasus yang mengandung
unsur ketidakpastian, oleh karena itu masalah ketidakpastian ini dapat diselesaikan
dengan teori himpunan kabur. Pada tahun 1999 Molodstov [8] memperkenalkan
himpunan lembut (soft set). Selanjutnya diperkenalkan himpunan lembut kabur
(fuzzy soft set) oleh Maji dkk pada tahun 2001 [7]. Babitha dan Sunil memperke-
nalkan konsep relasi dan fungsi pada teori himpunan lembut[3]. Sedangkan Roy
dan Maji memperkenalkan beberapa penggunaan himpunan lembut kabur dalam
pengambilan keputusan [9].

Konsep graf kabur pertama kali diperkenalkan oleh Kaufmaan pada tahun 1973
[2]. Bhattacharya memberikan beberapa catatan pada Graf Kabur [4]. Thumbakara
dan George mendiskusikan konsep graf lembut dengan cara yang lebih spesifik [10].
Akram dan Nawaz memperkenalkan konsep graf lembut, induksi titik, dan induksi
sisi graf lembut pada tahun 2015 [2]. Pada penelitian ini akan dikaji suatu konsep
yang merupakan gabungan dari konsep graf kabur dan graf lembut yang merupakan
kajian kembali dari artikel Akram dan Nawaz [1].

*penulis korespondensi
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2. Landasan Teori

2.1. Himpunan Lembut, Himpunan Kabur, Himpunan Lembut
Kabur

Definisi 2.1. [8] Misalkan U adalah himpunan semesta, P(U) adalah suatu him-
punan kuasa atas U, E adalah himpunan parameter. Pasangan (F, E) disebut suatu
himpunan lembut atas U jika dan hanya jika F adalah pemetaan dari E ke P(U),
yang dapat dinyatakan sebagai pasangan terurut yang berbentuk

(F,E)={(e,F(e))le€ E,F(e) € P(U)}. (2.1)

Definisi 2.2. [11] Misalkan X adalah suatu himpunan semesta yang tak kosong.
Suatu himpunan kabur A atas X didefinisikan sebagai

A={(z,pa(x)) |z € X}, (2.2)

dimana pa : X — [0,1], dan pa(x) disebut nilai keanggotaan atas x pada himpunan
kabur A.

Definisi 2.3. [7] Misalkan U adalah himpunan semesta, F(U) adalah himpunan
dari seluruh himpunan kabur atas U, E adalah suatu himpunan parameter, A C E.
Pasangan (F, A) disebut himpunan lembut kabur, dengan F adalah pemetaan dari
A ke F(U) yang dapat dinyatakan sebagai pasangan terurut yang berbentuk,

(F, A) ={(a, F(a))la € A, F(a) € F(U)} = {(a, {(z, F(a)(z)|lz € U})|a € A}.
(2.3)
Dalam hal ini, F(a)(x) adalah nilai keanggotaan dari x yang bersesuaian dengan
parameter a.

2.2. Graf

Pada subbab ini akan dibahas beberapa istilah pada graf yang dikutip dari [5].
Sebuah graf G* yang dalam hal ini disebut graf tegas didefinisikan sebagai himpunan
pasangan terurut G* = (V(G*), E(G*)) dimana V (G*) adalah himpunan titik yang
tak kosong dan E(G*) adalah himpunan sisi-sisi. Banyak titik pada graf G* disebut
orde, dan banyak sisi pada graf G* disebut size.

Dua titik v dan v di graf tegas G* dikatakan bertetangga (adjacent) jika titik
u dan v terhubung oleh suatu sisi. Derajat dari titik v di G* adalah jumlah sisi
yang terkait dengan titik v. Sebuah graf tegas dikatakan reguler jika setiap titik
memiliki derajat yang sama. Graf cycle C,, merupakan graf tegas terhubung yang
mempunyai m titik yang setiap titiknya berderajat dua, untuk m > 3. Loop adalah
suatu sisi yang memiliki titik awal dan titik akhir sama. Sisi ganda adalah dua titik
yang dihubungkan oleh dua sisi yang berbeda. Graf sederhana adalah graf tegas
yang tidak memuat loop dan sisi ganda.

2.3. Graf Kabur, Graf Lembut, dan Graf Lembut Kabur

Definisi 2.4. [1] Graf kabur G'=(u, ) pada graf tegas G* = (V,E) adalah
pasangan dari fungsi p:V —[0,1] dany:V xV — [0,1], Yu,v € V , dimana v(u,
v) < min(u(u), p(v)),Yu,v €V .
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Definisi 2.5. [2] Sebuah graf lembut adalah 4-urutan G = (G*, F, K, A) memenuhi
sebagar berikut:

(a) G*=(V,E) adalah graf sederhana.

(b) A adalah himpunan tak kosong dari parameter-parameter.

(c) (F,A) adalah himpunan lembut atas V.

(d) (K, A) adalah himpunan lembut atas E.

(e) (F(a), K(a)) adalah subgraf tegas dari G* untuk semua a € A.

Definisi 2.6. [1] Sebuah graf lembut kabur adalah 4-urutan G = (G*, F, K, A) yang
memenuhi sebagai berikut:

(a) G* = (V, E) adalah graf sederhana.

(b) A adalah himpunan tak kosong dari parameter-parameter.

(c) (F,A) adalah himpunan lembut kabur atas V, dengan F adalah suatu fungsi
F:A— P(V), P(V) adalah kumpulan himpunan kabur atas V.

(d) (K,A) adalah himpunan lembut kabur atas E, dengan K adalah suatu fungsi
K : A — P(E), P(E) adalah kumpulan himpunan kabur atas E.

(¢) (F(a), K(a)) adalah subgraf kabur dari G* untuk semua a € A, yaitu

K(a)(zy) < min {F(a)(x), F(a)(y)} , untuk setiap a € A dan x,y € V.

Graf Kabur (F(a), K(a)) dinotasikan dengan H(a).

3. Graf Lembut Kabur
3.1. Beberapa Definisi pada Graf Kabur

Pada subbab ini dibahas beberapa definisi terkait graf kabur yaitu graf kabur kuat,
order, size, derajat titik, derajat total pada graf kabur, graf kabur reguler, graf
kabur total reguler, dan graf kabur parsial reguler.

Definisi 3.1. [1] G’ = (u,7) adalah graf kabur pada G* = (V, E). Sebuah Graf
Kabur G' = (u,v) dikatakan graf kabur kuat jika v(u,v) = min(u(u), u(v)),
Y(u,v) € E.

Definisi 3.2. [1] G’ = (u,7) adalah graf kabur pada G* = (V, E). Orde dari graf
kabur G" = (p,7) adalah O(G') =3, oy p(u).

Definisi 3.3. [1] G’ = (u,v) adalah graf kabur dari G* = (V, E).
Size dari graf kabur adalah S(G') = 3, ,)ep (U, v).

Definisi 3.4. [1] G’ = (u,7) adalah graf kabur pada G* = (V, E).
Derajat dari titik u di G" = (p,7) adalah deg(u) =3, ., V(u,0) = > ,,cp V(U 0).

Definisi 3.5. [1] Misalkan G' = (p,7) adalah graf kabur pada G* = (V, E). Derajat
total dari sebuah titik u di V adalah tdeg(u) = p(u)+>_,,cpY(u,v) = p(u)+deg(u).

Definisi 3.6. [1] G’ = (u,) adalah sebuah graf kabur pada G* = (V, E). G'=(u, )
dikatakan requler jika setiap titik pada graf kabur memiliki derajat yang sama.

Definisi 3.7. [1] G'=(p,7) adalah sebuah graf kabur pada G* = (V, E). G'=(p,7)
dikatakan total requler jika setiap titik memiliki derajat total yang sama.
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Definisi 3.8. [1] Jika graf G* adalah reguler, maka G’ dikatakan graf kabur parsial
reqular.

3.2. Beberapa Jenis Graf Lembut Kabur

Pada subbab ini dibahas beberapa jenis graf lembut kabur dan hubungan antara
graf-graf tersebut.

Definisi 3.9. [1] Orde dari sebuah graf lembut kabur adalah

OTd<G) = ZeiGA(ZaEV F(el)(a))
Definisi 3.10. [1] Size dari sebuah graf lembut kabur adalah

Siz(G) = ZeieA(ZabeE R(ez)(ab))

Definisi 3.11. [1] Misal G* = (V, E) adalah sebuah graf tegas dan G adalah graf
lembut kabur dari G*. Sebuah G dikatakan graf lembut kabur reguler jika H/(e)
adalah graf kabur requler , Ve € A. Jika FI(e) adalah graf kabur requler dengan
derajat r maka G adalah graf lembut kabur reguler-r .

Definisi 3.12. [1] Misal G* = (V, E) adalah sebuah graf tegas, dan G adalah graf
lembut kabur dari G*. Sebuah G dikatakan graf lembut kabur total reguler jika ﬁ(e)
adalah graf kabur total reguler, Ve € A. Jika ﬁI(e) adalah graf kabur total requler
yang mempunyai derajat total r, maka G adalah graf lembut kabur total requler-r.

Definisi 3.13. [1] Misal G adalah graf lembut kabur atas G*. Sebuah G dikatakan
graf lembut kabur parsial reguler jika H(e) adalah graf kabur parsial reguler, untuk
setiap e € A.

Teorema 3.14. [1] Misal G*=(V, E) adalah sebuah graf sederhana dan G adalah
graf lembut kabur dari G*. Jika G adalah graf lembut kabur reguler dan F adalah
sebuah fungsi konstan di graf kabur I:I(ei) dari G*, Ve; € A, untuk i = 1,2, .., n,
maka G adalah graf lembut kabur total regular.

Bukti. Misalkan G adalah graf lembut kabur reguler, maka deg(a) = r;, Ya € V,
e; € A, untuk i = 1,2,--- ,n. Misalkan F' adalah fungsi konstan, maka F'(e;)(a) =
¢, ¢; adalah kosntan, ¢; € [0.1]. Perhatikan bahwa

tdeg(a) = deg(a) + F(e;)(a) = r; + i,

di graf kabur H(e;) Ya € V, Ye; € A, untuk i = 1,2,--- ,n, maka G adalah graf
lembut kabur total reguler. O

Teorema 3.15. [1] Misal G*=(V, E) adalah sebuah graf tegas dan G adalah graf
lembut kabur dari G*. Jika G adalah graf lembut kabur total reguler dan F adalah
sebuah fungsi konstan di graf kabur I:I(ei) dari G*, Ve; € A, untuk i = 1,2,..,n,
maka G adalah graf lembut kabur reguler.

Bukti. Misalkan G adalah graf lembut kabur total reguler, maka tdeg(a) = r;, di
H(e;))Va eV, e; € A untuki = 1,2,--- ,n. Misalkan F’ adalah fungsi konstan, maka
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F(e;)(a) = ¢;, ¢; adalah kosntan, ¢; € [0.1], Va € V|, Ve; € A, untuk i = 1,2,--- , n.
Perhatikan bahwa:

deg(a) = tdeg(a) — F(e;)(a) = r; — ¢,

di graf kabur H(e;) Va € V, Ve; € A, untuk i = 1,2, --- ,n. Sehingga G adalah graf
lembut kabur reguler . m|

Teorema 3.16. [1] Jika G adalah graf lembut kabur reguler dan total reguler, maka
F adalah fungsi konstan di H(e;) dari G* Ye; € A, untuk i =1,2,--- | n.

Bukti. Misalkan G adalah graf lembut kabur reguler, maka deg(a) = r; dan G
adalah graf lembut kabur total reguler, maka tdeg(a) = s;. Perhatikan bahwa:

deg(a) + F(e;)(a) = tdeg(a),
deg(a) + F(e;)(a) = s,
i + F(ei)(a) = si,
F(e;)(a) = s; — 14,

di fI(ei) dari G*, Ve; € A, untuk i = 1,2,--- ,n Va € V. Akibatnya F adalah fungsi
konstan pada H(e;), Ve; € A, untuk i = 1,2,--- ,n. O

Teorema 3.17. [1] Misal G adalah graf lembut kabur atas cycle ganjil G* = (V, E).
Sebuah G adalah graf lembut kabur reguler jika dan hanya jika K adalah fungsi
konstan di graf kabur H(e;) atas H*(e;), dimana H*(e;) adalah cycle ganjil , Ye; €
A untuki=1,2,--- ,n.

Bukti. (=) Misalkan G adalah graf lembut kabur reguler, akan ditunjukkan K
adalah fungsi konstan di subgraf kabur H(e;) atas H*(e;), dimana H*(e;) adalah
cycle ganjil, Ve; € A,i=1,2,3,--- ,n. Misalkan G adalah graf lembut kabur reguler
dari G*, maka deg(a) = s; di H(e;). Misalkan dy,da, ds, - ,da, 41 adalah sisi-sisi
dari G* yang berurutan. Misal

f((ei)(dl) =r;, di H(e;),Ve; € A, untuki=1,2,--- ,n.
deg(a) = K(ei)(d1) + K(e:)(do),
s; =1 + K(e)(dy),
K(ei)(da) = 55 — 73,
K(e))(d3) = s; — (si — i) = 74,
T4, jika j ganjil
s; —r;, jika j genap.

Jadi K(e;)(dy) = K(e;)(dapi1) = 75 Ye; € A untuk i = 1,2,--- ,n. Jika d; dan
dan+1 terkait pada titik v, maka deg(v) = s; di graf kabur H (e;). Sehingga diperoleh
K(e;)(d1) + K(e;)(dant1) = s; di H(e;)Ve; € A untuk ¢ = 1,2,--- ,n. Perhatikan
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bahwa

K(e;)(dy) + K(e:)(dans1) = s,

T+ T = S,

27'1'157;7
Sq
’ri:57
- Si S
Si—’l"i—Si—i—E.

Diperoleh K (e;)(dj) = % di graf kabur H(e;),Ve; € A untuk i = 1,2,--- ,n,
sehingga K adalah fungsi konstan.

(«<=) Misalkan K adalah fungsi konstan di graf kabur H(e;) atas H*(e;)
adalah cycle ganjil, akan ditunjukkan G adalah graf lembut kabur reguler. Mis-
alkan K adalah fungsi konstan, maka K(e;)(ab) = ¢;, ¢; € [0.1], Ve; € A, untuk
i =1,2,---,n, di graf kabur H(e;), Yab € E. Jadi deg(a) = 2¢;, di graf kabur
H(e;), Va € V. Sehingga G adalah graf lembut kabur reguler. ]

Teorema 3.18. [1] Suatu graf lembut kabur requler G atas G* dengan |V| > 3 dan

H(e;) adalah graf kabur reguler dengan derajat s; > 0, untuk i = 1,2,--- ,n, tidak
mempunyai titik akhir.

Bukti. Misalkan H (e;) adalah graf kabur reguler dengan derajat s;, maka deg(a) =
si, Ya € Vie; € Aji = 1,2,--+ ,n. Misalkan s; > 0, maka deg(a) > 0,Va € V,
sehingga setiap titik adalah bertetangga dengan titik lain.

Dengan kontradiksi, misalkan b adalah titik akhir. Selanjutnya dipeoleh deg(b) =
s; = K(e;)(ab) di H(e;)(ab). Misalkan H(e;) adalah graf kabur reguler dengan
V| > 3, untuk ¢ = 1,2,---  n, maka a harus adjacent dengan ke titik ¢ # b.
Perhatikan bahwa

deg(a) = K (e;)(ab) + K(e;)(ac) > K (e;)(ab),

di graf kabur H(e;), untuk ¢ = 1,2,--- ,n, maka deg(a) > s; di H(e;), yang mana
kontradiksi dengan H(e;) adalah graf kabur reguler dengan derajat s;, untuk ¢ =
1,2,--- ,n, sehingga G tidak memiliki titik akhir. O

Teorema 3.19. [1] Misal G adalah graf lembut kabur dan K adalah fungsi konstan
di H(e;),Ve; € A, untuk i = 1,2,--- ,n. Suatu G adalah graf lembut kabur reguler
jika dan hanya jika G adalah graf lembut kabur parsial reguler.

Bukti. Misalkan K (e;)(ab) = ¢;, ¢; € [0,1], ¢; adalah konstan Yab € E,Ve; € A,
untuk ¢ =1,2,--- ,n.

(=) Misalkan G adalah graf lembut kabur reguler, akan ditunjukkan G adalah graf
lembut kabur parsial reguler .
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Misalkan G adalah graf lembut kabur reguler, maka
deggen(a) = D K(e)(ab) = Y ¢ = cidegp-(c,)(a),

abeE abeE
=1,

t; )
degm=(e;)(a) = . VYaeV,e; €A, untuk i =1,2,--- ,n.

Sehingga diperoleh H*(e;) adalah graf reguler Ve; € A, untuk i = 1,2,--- n.
Akibatnya H (e;) adalah graf kabur parsial reguler. Jadi G adalah graf lembut kabur
parsial reguler.

(<) Misalkan G adalah graf lembut kabur parsial reguler, akan ditunjukkan
G adalah graf lembut kabur reguler. Misalkan G adalah graf lembut kabur parsial
reguler. Misalkan H*(e;) adalah graf reguler dengan derajat s;. Perhatikan bahwa,

degH(ei)(Q) = CidegH*(ei)(a)a
degp(e,)(a) = ¢isi, Ya € V,e; € A, untuk i = 1,2,-++ ,n.

Jadi G adalah graf lembut kabur reguler . O

Teorema 3.20. [1] Misalkan G adalah graf lembut kabur kuat dan F adalah fungsi
konstan di H(e;). Sebuah G adalah graf lembut kabur reguler jika dan hanya jika G
adalah graf lembut kabur parsial reguler.

Bukti. Misalkan F adalah fungsi konstan, maka F(e;) = ¢;, dimana ¢; = [0.1],
Ya € V,e; € A, untuk ¢ = 1,2,--- ,n. Misalkan G adalah graf lembut kabur kuat,
maka H(e;) adalah graf kabur kuat, Va € V,e; € A, untuk i = 1,2, -+ | n, berlaku

K(e;)(ab) = min(F(e;)(a), F(e;)(b)) = ¢;,Va € V,e; € A, untuk i = 1,2,--- ,n,
diperoleh K adalah fungsi konstan.

(=) Misalkan G adalah graf lembut kabur reguler, akan ditunjukkan G adalah
graf lembut kabur parsial reguler. Misalkan G adalah graf lembut kabur reguler,

maka

degpe,)(a) = Z K(e;)(ab) = Z ci = cidegp-(e;)(a),
abeE abeE
degg(ei)(a) = cidegp+(c,)(a) = ti,
ti .
deg(e;)(a) = = VYaecV,e; €A, untuki=1,2,--- ,n.
Sehingga H*(e;) adalah graf reguler Ve; € A, untuk i = 1,2,--- ,n. Jadi H(e;)
adalah graf kabur parsial reguler, sehingga G adalah graf lembut kabur parsial reg-
uler.

(«<=) Misalkan G adalah graf lembut kabur parsial reguler, akan ditunjukkan
G adalah graf lembut kabur reguler. Misalkan G adalah graf lembut kabur parsial
reguler. Misalkan H*(e;) adalah graf reguler dengan derajat s;. Perhatikan bahwa,

degg(ei)(a) = cidegp=(e,)(a),
degH(ei)(a) =c¢i8;, Vae V,e; € A, untuk i =1,2,--- ,n.



Graf Lembut Kabur 45

Jadi G adalah graf lembut kabur reguler. O

4. Kesimpulan

Misalkan diberikan suatu graf tegas G* dengan himpunan titik V dan himpunan
sisi E. Dengan mendefinisikan suatu himpunan kabur, masing-masing atas V dan
E maka akan diperoleh suatu graf kabur. Jika diberikan beberapa parameter dan
masing-masingnya dikaitkan dengan suatu graf kabur, maka akan terbentuk suatu
graf lembut kabur. Terkait dengan beberapa jenis graf lembut kabur, diperoleh
beberapa syarat perlu dan atau syarat cukup, yaitu:

(a)
(b)
()

Syarat cukup graf lembut kabur merupakan graf lembut kabur total reguler .
Syarat cukup graf lembut kabur merupakan graf lembut kabur reguler.

Syarat perlu graf lembut kabur merupakan graf lembut kabur reguler dan total
reguler.

Syarat perlu dan syarat cukup graf lembut kabur merupakan graf lembut kabur
regular.

Syarat perlu graf lembut kabur dengan |V| > 3 merupakan graf lembut kabur
reguler.

Syarat perlu dan syarat cukup graf lembut kabur merupakan graf lembut kabur
parsial reguler.
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