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Abstrak. Misalkan G = (V, E) graf terhubung. Bilangan kromatik dari graf G' adalah
bilangan asli terkecil k£ sedemikian sehingga G mempunyai suatu pewarnaan-k titik sejati.
Bilangan kromatik dari G dinotasikan dengan x(G). Misalkan x(G) = k, ini berarti titik-
titik di G paling kurang diwarnai dengan k£ warna dan tidak dapat diwarnai dengan
k — 1 warna. jika titik-titik di G diwarnai dengan k warna maka tidak ada titik yang
bertetangga mempunyai warna yang sama.

Kelas warna pada G dinotasikan dengan S;, merupakan himpunan titik-titik yang
berwarna ¢ dengan 1 < ¢ < k. Misalkan IT = {S1, S2, - , Sk} merupakan partisi terurut
dari V(G). Berdasarkan suatu pewarnaan titik, maka representasi v terhadap II disebut
kode warna dari v, dinotasikan dengan cr(v). Kode warna crp(v) dari suatu titik v €
V(@) didefinisikan sebagai k-vektor,

crr(v) = (d(v, S1),d(v, S2),- -+ ,d(v, Sk))

dimana d(v, S;) = min{d(v,z)|z € S;} untuk 1 < i < k. Jika setiap titik yang berbeda
di G memiliki kode warna yang berbeda untuk suatu II, maka ¢ disebut pewarnaan
lokasi dari G. Minimum dari banyaknya warna yang digunakan pada pewarnaan lokasi
dari graf G disebut bilangan kromatik lokasi. Pada tulisan ini akan dibahas bilangan
kromatik lokasi graf prisma Cp n,n yang dibentuk dari tiga graf lingkaran C), untuk
n > 3.

Kata Kunci: kelas warna, kode warna, bilangan kromatik lokasi

1. Pendahuluan

Teori graf merupakan salah satu cabang ilmu matematika yang sangat sederhana.
Seiring perkembangnya zaman, teori graf semakin berkembang, banyak graf yang
ditemukan, dan banyak keunikan graf yang dapat dibahas dengan berbagai macam
operasi. Salah satunya terdapat pada kesederhanaan pokok bahasan yang dapat
disajikan dalam titik (vertex) dan sisi (edge).

*penulis korespondensi
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Perkembangan tentang graf menyangkut dua topik yaitu bahasan dan aplikasi.
Beberapa topik bahasan antara lain dimensi partisi, pewarnaan lokasi, bilangan kro-
matik, bilangan kromatik lokasi dan lain-lain. Seperti pada pembuatan suatu jad-
wal, jaringan penggunaan sosial media, jaringan listrik, jaringan telefon, membantu
dalam menetukan lokasi tempat saat berwisata, dan masih banyak digunakan di
bidang-bidang lainnya. Pewarnaan graf diyakini pertama kali muncul pada masalah
pewarnaan peta, dimana pembatasan setiap daerah pada peta diberi warna yang
berbeda. Masalah pewarnaan graf juga memiliki banyak aplikasi di dalam bidang
lain. Pewarnaan graf terdiri dari pewarnaan titik dan pewarnaan sisi. Pewarnaan sisi
untuk graf G adalah pemberian k£ warna pada sisi-sisi dari graf G sedemikian hingga
setiap dua sisi yang saling terkait pada titik yang sama memiliki warna berbeda.
Pewarnaan titik pada graf adalah pemberian warna untuk setiap titik pada graf
sehingga tidak ada dua titik yang bertetangga berwarna sama.

2. Definisi dan Terminologi dalam Teori Graf

Suatu graf G adalah pasangan himpunan V dan E, dituliskan G = (V, E), dimana
V' adalah suatu himpunan titik (verter) yang tidak kosong dan F adalah him-
punan sisi (edge) yang terdiri dari pasangan terurut dari titik-titik berbeda dari V.
Misalkan V' = {v1,2,--- ,v,} adalah himpunan titik yang berisi n titik di G dan
E = {e1,ea, - ,en} adalah himpunan sisi yang berisi m sisi di G. Secara umum,
untuk menotasikan sisi dapat ditulis dengan v;v; atau v;v;.

Misalkan C,, adalah graf lingkaran dengan n titik, untuk n > 3. Graf prisma
Chi na,...,n, adalah suatu graf yang dibentuk dari & buah graf lingkaran dengan n;
titik yang ditulis dengan C?.

Dalam hal ini, ¢ menyatakan graf lingkaran ke-i dan n; menyatakan banyak titik
pada graf lingkaran ke-i tersebut. Dengan demikian, himpunan titik dan himpunan
sisi dari graf lingkaran ke-i adalah,

V(C;) = {Uivvé>vév T ’U;}’

n—1
EC) = (| i) vl
j=1

dengan i =1,2,..., k. Untuk mendapatkan graf prisma C), ,, ,, dibentuk sedemikian
rupa sehingga himpunan titik dari graf prisma C), ,, ,, adalah,

V(Cn’n,n) = U V(Criz)~

i=1

Sedangkan sisi-sisi dari graf prisma C, ., dibentuk sebagai berikut. Mula-mula
dikumpulkan semua sisi yang ada pada graf prisma C,, ,, ,, yaitu,

U B(CL) = E(CL) U B(C2) U B(CE)
i.0+1

Selanjutnya hubungkan titik-titik vjv;7, dengan ¢ = 1,2,3 dan j = 1,2,...,n,,
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yaitu,
n; 3—1

Ule”l Ovavv
j=1

=1 i=1

:v% levlLJvaQUvagU Uv Uy, U112v3

Diperoleh sisi-sisi dari graf prisma C), 5, adalah,

3 ) n 2
E(Conm) = (AUIE(C%)) U( ,U (U with).
1= ]: =1
Banyak titik dari graf prisma Cp, ;, , adalah,

3
|V( nnn)| Z =n+n+n=3n.

dan banyak sisi dari graf prisma Cnl’n%... n, adalah,
3 n
[E(Crnn)l = Y _IEC)+( Zlv’ )
i=1 j=1 i=1

= E(C}) + E(C?) + B(C3) + Zvv +vv )|

=n+n+n+\v1v1+v1v1+ % —&—02113—1— +vnvn+vivi
=3n + 2n.
= 5n.

Pada Gambar 1 diberikan graf C,, ,, , dengan n > 3.

Gambar 1. Graf Cn nn, n >3

Bilangan kromatik (chromatic number) dari graf G adalah bilangan asli terke-
cil k£ sedemikian sehingga G mempunyai suatu pewarnaan-k titik sejati. Bilangan
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kromatik dari G dinotasikan dengan x(G). Misalkan x(G) = k, ini berarti titik-
titik di G paling kurang diwarnai dengan k warna dan tidak dapat diwarnai dengan
k—1 warna. jika titik-titik di G diwarnai dengan k warna maka tidak ada titik yang
bertetangga mempunyai warna yang sama.

Kelas warna pada G dinotasikan dengan S;, merupakan himpunan titik-titik
yang berwarna i dengan 1 < ¢ < k. Misalkan II = {S1,S3,---, Sk} merupakan
partisi terurut dari V(G). Berdasarkan suatu pewarnaan titik, maka representasi
v terhadap II disebut kode warna dari v, dinotasikan dengan cry(v). Kode warna
err(v) dari suatu titik v € V(G) didefinisikan sebagai k-vektor,

en(v) = (d(v, S1),d(v, Sa), -+ ,d(v, Sk))

dimana d(v,S;) = min{d(v,z)|z € S;} untuk 1 < ¢ < k. Jika setiap titik yang
berbeda di G memiliki kode warna yang berbeda untuk suatu II, maka ¢ disebut
pewarnaan lokasi (locating-coloring) dari G. Minimum dari banyaknya warna
yang digunakan pada pewarnaan lokasi dari graf G disebut bilangan kromatik
lokasi (locating-chromatik number).

Chartrand dkk.(2002) telah memberikan teorema dasar bilangan kromatik lokasi
suatu graf. Teorema tersebut dijelaskan pada teorema-teorema di bawah ini. Defin-
isikan N (v) sebagai himpunan yang berisi semua titik yang menjadi tetangga dari
.

Teorema 2.1. [2] Misalkan ¢ adalah suatu pewarnaan lokasi pada graf terhubung
G. Jika w dan v adalah dua titik pada graf G sedemikian sehingga d(u,w) = d(v, w)
untuk setiap w € V(G) \ {u,v}, maka c(u) # c(v). Dalam hal khusus, jika uw dan
v adalah titik-titik yang tidak bertetangga di G sedemikian sehingga N(u) = N(v),
maka c(u) # c(v).

Bukti. Misalkan ¢ adalah suatu pewarnaan lokasi pada graf terhubung G. Misal-
kan IT = (S, 5%, -+, Sk) adalah partisi dari himpunan titik-titik di G dengan S;
menyatakan kelas warna untuk 1 < ¢ < k. Untuk suatu titik u,v € V(G), andaikan
c(u) = c(v) sedemikian sehingga titik u dan v berada dalam kelas warna yang
sama. Akibatnya, d(u,S;) = d(v,S;) = 0. Karena d(u,w) = d(v,w) untuk setiap
w € V(G) \ {u,v} maka d(u,S;) = d(v,S;) untuk setiap j # i, 1 < j < k.
Akibatnya, crr(u) = enp(v) sehingga ¢ bukan pewarnaan lokasi. Dengan demikian,
haruslah c(u) # c(v). |

Akibat 2.2. [2] Jika G adalah suatu graf terhubung yang memuat suatu titik yang
bertetangga dengan k daun di G, maka x1,(G) > k + 1.

Bukti. Misalkan v adalah suatu titik yang bertetangga dengan k& daun
T1,To--- ,xr di G. Dari Teorema 2.1 setiap pewarnaan lokasi dari G mempun-
yai warna berbeda untuk setiap x;, ¢ = 1,2,--- k. Karena v bertetangga dengan
semua x;, maka v harus mempunyai warna yang berbeda dengan semua daun z;.
Akibatnya diperoleh bahwa, X1 (G) > k + 1. O
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Teorema 2.3. [4] Misalkan Cy, ., adalah graf prisma dengan n > 3. Maka bi-
langan kromatik lokasi dari graf prisma Cp . adalah n + 1 dengan kata lain
XL(Cn,n,n) =n+1.

3. Bilangan Kromatik Lokasi Graf Prisma Cy, n,n

Dalam menentukan bilangan kromatik lokasi terdapat syarat-syarat yang harus
dipenuhi. Pertama, setiap titik yang bertetangga tidak boleh diwarnai sama.
Berdasarkan hal di atas dapat dilihat bahwa, setiap titik yang bertetangga harus
diwarnai dengan warna yang berbeda. Kedua, setiap titik dipartisi ke dalam II
yang dikelompokkan ke dalam kelas warna. Kemudian, kode warna setiap titik di
G terhadap II harus berbeda, atau dinotasikan Cry(v;) # Cr(v;) untuk i # j.

Dengan demikian langkah-langkah untuk menentukan bilangan kromatik lokasi
pada graf prisma C, . , adalah sebagai berikut :

e Mula-mula beri warna 1 pada suatu titik yang berada pada lingkaran kedua,
yaitu (C?) untuk suatu i = {1,2,...,n}.

e Dilanjutkan dengan warna 2,3 dan seterusnnya pada lingkaran kedua sehingga
tidak ada titik yang memiliki warna sama pada lingkaran kedua tersebut.

o Kemudian dilakukan pemberian warna selanjutnya dengan cara yang sama pada
lingkaran pertama, yaitu (C}) dan ketiga, yaitu (C3) untuk i € {1,2,...,n}.

e Terakhir diperoleh warna n + 1 berada pada lingkaran pertama (C}) atau
lingkaran ketiga (C?) . Asalkan titik tersebut tidak saling bertetangga.

Berdasarkan hal di atas diperoleh hasil utama dari penelitian ini, yaitu bilangan
kromatik lokasi untuk graf prisma C, , , dengan n > 3 sebagai berikut.

Teorema 3.1. Misalkan C,, ,, n adalah graf prisma dengan n > 3. Maka bilangan
kromatik lokasi dari graf prisma Cp . adalah n+1 dengan kata lain x(Cpopn) =
n+ 1.

Bukti. Misalkan ¢ adalah pewarnaan lokasi dari Cy, . , II = {S1,52,..., Sk},
k > n adalah partisi titik-titik pada graf C), ,, , dengan S; menyatakan kelas warna

ke-z untuk 1 < ¢ < k. Selanjutnya akan ditentukan bilangan kromatik lokasi dari
3

graf Cyy .. Tuliskan titik dari graf prisma V(Cynn) = U V(CL)) dan
i=1

1=
n

sisi dari graf prisma E(Cyp pnn) = (Li)l ECH)U(U (LQJ U}vé“))

=1 i=1
e Andaikan x 1, (Cy n,n)<n+1. Tanpa mengurajngi keumuman misal x1,(Cy p,n) =
n dengan partisi IT = {51, Ss,...,S,} dimana,
S = {U%,U%,Ug}
Sy = {U%70§7U2}
S = {v%,vi,vé}
Sy = {Uzvvé7vé}

Sn—l = {U?L—la U'ylp U%}
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Sp = {1}7217 U%’ Ug}

Sehingga diperoleh kode warna sebagai berikut,

cﬂ'(’U%) = (d(U%, Sl)) d(U%, 52)7 s ,d(U%, Sn—l)’ d(’U%, Sn))
cr(vd) = (d(vd, S1),d(v3,S2),...,d(vi, S,_1),d(vi, S,))

(1,2,...,1,0)
(0,1,...,3,1)

cr(v)) = (d(vl,S1),d(v:, Sa),...,d(vL, Sp_1),d(vi, Sn)) = (2,3,...,0,1)
cr(vf) = (d(v7, S1),d(v, S2), ..., d(v], Sp-1),d(vi, Sp)) = (0,1,...,1,1)
cr(v3) = (d(v3, S1),d(v3, S2), ..., d(v3, Sp-1),d(v7, Sn)) = (0,1,...,2,1)
cr(v2) = (d(v2,51),d(v:, Ss),...,d(v2,S,_1),d(v?,S,)) = (1,2,...,1,0)
cr(vf) = (d(v?, S1),d(vF, S2), ..., d(v}, Sp1),d(v?, Sn)) = (1,2,...,0,1)
cr(v3) = (d(v3, S1),d(v3, S2), ..., d(v3, Sp1),d(v3, Sp)) = (2,1,...,1,0)

cr(V3) = (d(v3,51),d(v3, Ss),...,d(v3,Sn_1),d(v3,S,)) =(2,3,...,1,1)

Karena ada dua titik yang memiliki kode warna sama yaitu titik v{ dan v2 maka n
bukanlah bilangan kromatik lokasi untuk graf prisma C), ,, ,, atau dengan kata lain
XL(Crnn) # n. Karena itu xz.(Cpnn) > n+ 1.

Selanjutnya akan dibuktikan x1(Cpn.n) = n + 1. Pada Pembuktian kali ini,
dibagi dalam bentuk 2 kasus, yaitu untuk bilangan ganjil dan bilangan genap.
Kasus 1. Akan ditentukan bilangan kromatik lokasi pada graf prisma
dengan jumlah titik ganjil atau dengan kata lain 3n adalah bilangan ganjil, dengan
partisi IT = {5, 52, ..., 5,41} dimana,

Sp = {vhvm 31
Sy = {v27 }

Sz = {1)%71)%71,’02}
Sy = {1&7 Urlz727 ’UE?;)}

Sp = {U%a U%}

Sn+1 = {v%vv?}

Diperoleh kode warna sebagai berikut,
cr(v]) = (d(vi, S1),d(vi, S), ..., d(vi, S,),d(v
cr(v3) = (d(vd, S1),d(v, Ss),...,d(vi, S,),d(v

CW(U’}L) = (d(v}m Sl)v (v}w 52) R d(v}w Sn)7d(v%v Sn+1)) = (07 3,...,2, 1)
Cﬂ(v%) = (d(’U%,Sl), (U%WS'?) s »d(v%vsn)vd(v%vsrﬂrl)) = (07 1, 2 2)
Cﬂ(v%) = (d(vgﬂgl)v (U%WS'Q) »d(v%vsn)vd(v%vSnJrl)) = (1707 7172)
CW(U ) = (d(v 751)7 (vzm 2) e '7d(vr2wsn)vd(v%v n+1)) = (1727 . ~7072)

:1))7Sn+1)) = (1727 .. ~7272)
v3,Sn41)) = (0,1,...,2,1)

cr(V3) = (d(v3,51),d(v3,Ss),...,dv:,S,),d(v3, Sni1)) = (2,3,...,1,1)
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Diperoleh bahwa kode warna untuk setiap titik dari graf prisma Cp, , , berbeda.
Dari x1,(Cpnonn) > n+1ldan x1(Chon,n) < n+1 maka diperoleh bahwa x1(Cyp pon) =
n+ 1.

Kasus 2. Akan ditentukan bilangan kromatik lokasi pada graf prisma dengan
jumlah titik genap atau dengan kata lain 3n adalah bilangan genap, dengan partisi
IT={51,85,...,5;} dimana,

S1= {U%,’U%,Ug’}
Sy = {U%,’Ui,vi’}
Sz = {v%,vé,vé}
Sy = {UZWé»Ug}

Sp—1 = {'Ur%—l’ U%}

Sp = {U%,U%,’Ug’}

Sn+1 = {U§}

Diperoleh kode warna sebagai berikut,
cr(v}) = (d(vi, S1),d(vi, S2),...,d(vi,S,), d(vi .
cr(vd) = (d(vd, S1),d(v3, S2),...,d(vi, S,),d(vi, Sni1)) = (2,1,...,0,3)

Cﬂ'(v}z) = (d(vrlu Sl)ad( '}L’ Sa ) SRR d(vrlw Sn)vd(v%v Sn-‘rl)) = (27 3., 1, 3)
cr(v?) = (d(v?,81),d(v?,S2),...,d(v3,S,),d(v?, Spy1)) = (0,1,...,1,1)
Cﬂ'(v%) = (d(’t}g, Sl)7d(v§7 SQ) 7d(r[}%7 Sn)vd(va Sn,+1)) = (17 0,...,1, 2)
cr(v2) = (d(v2,51),d(v:, Ss),...,d(v2,S,),d(vE, Spy1)) = (1,2,...,0,2)
Cﬂ'(v%) = (d(va Sl)ad(v%a 52)7 7d(v:fv Sn)7d(v%a Sn+1)) = (17 L...,1, O)
CW(’US) - (d(vgv Sl)ad(vga 52)7 7d(v§7 Sn)7d(vga S7L+1)) = (17 L...,0, 1)

Cﬂ'(vi) = (d(vfm 51)7 d(vfw SQ)a sy d(vfm Sn)7 d(’Ui, Sn+1)) - (27 3,...,1, 1)
Diperoleh bahwa kode warna untuk setiap titik dari graf prisma C, , , berbeda,
sehingga x(Crnnn) <n+ 1.

Dapat disimpulkan bahwa x1(Cy ) adalah n + 1. O

4. Kesimpulan

Suatu graf prisma C;L dengan n; > 3, dengan ¢ = 1,2,3 adalah graf prisma yang
dibentuk dari tiga buah graf lingkaran . Jika ny = ne = n3 = n, maka graf pris-
manya adalah C,, , ,. Pada makalah ini diperoleh bahwa bilangan kromatik lokasi
untuk graf prisma C,, ,, , adalah n + 1, dinotasikan x1,(Cy pn.n) = n + 1.
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