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Abstrak. Penelitian ini membahas tentang pendugaan parameter p dari distribusi Log-
Normal dengan o2 diketahui. Penelitian ini menggunakan metode Mazimum Likelihood
Estimation (MLE) dan metode Bayes dengan prior konjugat. Penduga parameter p
S, In(X5)

n
mo? + nT*p

dengan metode MLE dinyatakan sebagai iy p = dan penduga parameter

u dengan metode Bayes dinyatakan sebagai g = . Pada penelitian ini

o2 +np

kriteria evaluasi penduga yang digunakan adalah MSE dan sifat tak bias. Berdasarkan
studi analitik dan studi kasus diperoleh bahwa pendugaan p dari distribusi Log-Normal
dengan metode Bayes lebih baik di bandingkan metode Mazimum Likelihood Estimation

(MLE).

Kata Kunci: Metode Bayes, Metode Maximum Likelihood Estimation Distribusi Log-
Normal, Prior Konjugat

1. Pendahuluan

Statistika adalah metode-metode yang digunakan dalam pengumpulan, penyajian,
analisis, dan penafsiran data. Terdapat dua bagian utama dari statistika, yaitu
statistika deskriptif dan statistika inferensia. Statistika deskriptif bertujuan untuk
menyajikan informasi data sebagai deskripsi fakta dalam bentuk numerik, tabel,
grafik atau kurva distribusi. Statistika inferensia menggunakan konsep probabili-
tas untuk membuat perkiraan ataupun generalisasi dari suatu objek berdasarkan
informasi data yang diambil fakta sebagai populasi atau sampel.

Statistik inferensia dapat dibedakan menjadi dua yaitu penduga parameter dan
uji hipotesis. Pendugaan parameter dilakukan untuk menduga nilai parameter suatu
populasi yang menjadi perhatian peneliti. Terdapat dua cara yang dilakukan untuk

*penulis korespondensi
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menduga parameter, yaitu dengan melakukan penduga titik dan penduga selang.
Penduga titik merupakan suatu nilai yang diperoleh dari suatu data contoh yang
digunakan untuk memperkirakan suatu parameter populasi, sedangkan penduga
selang merupakan suatu selang kepercayaan dari suatu parameter yang tergantung
pada penduga titik suatu data contoh.

Penduga titik dapat dilakukan dengan beberapa cara. Dua di antaranya yaitu
metode klasik dan metode Bayes. Salah satu teknik yang digunakan dalam metode
klasik adalah metode Mazimum Likelihood Estimation (MLE). Pada metode Bayes
parameter dipandang sebagai variabel acak. Pengetahuan awal tentang distribusi
parameter sebelum pengamatan dilakukan dinyatakan dalam suatu distribusi yang
disebut dengan distribusi prior. Pemilihan distribusi prior ini adalah didasarkan
pada subjektifitas peneliti yang dapat dipilih berdasarkan pendapat ahli atau model
terdahulu. Dengan memasukkan distribusi prior ini menyebabkan pendugaan titik
dengan metode Bayes akan menghasilkan nilai dugaan yang lebih menghampiri
nilai yang sebenarnya. Dengan kata lain metode bayes menghasilkan nilai dugaan
yang lebih baik dari metode klasik (Mazimum Likelihood Estimation) [3]. Distribusi
prior kemudian digabungkan dengan distribusi sampel maka menghasilkan distribusi
baru yang disebut distribusi posterior yang selanjutnya akan menjadi dasar untuk
inferensi Bayesian.

Distribusi Log-Normal merupakan sebuah distribusi dari peubah acak kontinu
dengan parameter meannya i dan ragam o2. Dalam penelitian ini dilakukan pengka-
jian mengenai pendugaan parameter p dengan o? diketahui dari distribusi Log-
Normal dengan metode Maxzimum Likelihood Estimation dan metode Bayes. Dalam
metode Bayes distribusi prior yang digunakan adalah prior konjugat. Hasil pen-
dugaan parameter p dari distribusi Log-Normal dengan metode MLE dan metode
Bayes ini akan dibandingkan dengan menggunakan studi simulasi. Perbandingannya
dilakukan berdasarkan ketakbiasan, kekonsistenan dan keefisienan penduga pada
kedua metode.

2. Landasan Teori

2.1. Teorema Bayes

Teorema 2.1. (Teorema Bayes) [10] Jika kejadian By, - - - By, merupakan suatu
partisi ruang sampel S dengan P(B;) # 0 untuk j = 1,2,--- |k, maka untuk setiap
kejadian A dalam S sedemikian sehingga P(A) # 0 berlaku

P(A| Bj)P(Bj)

PB4 = S (x| ByP(B)

)

untuk 7 =1,2,--- k.

2.2. D:astribust Log-Normal

Distribusi Log-Normal dalam teori peluang adalah distribusi peluang kontinu dari
variabel acak yang logaritmanya terdistribusi normal. Bain menuliskan dalam
bukunya bahwa suatu peubah acak X bernilai real positif (0 < z < o), sedemikian
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sehingga ¥ = In(X) merupakan peubah acak berdistribusi normal dengan nilai
harapan y dan variansi o2
mal. Karena X dan Y dihubungkan oleh relasi Y = In X, maka fungsi kepekatan
peluang dari X yang memiliki distribusi Log-Normal adalah [1]:

1 1 ln(x)—u 2 0 .
flz) = \/ﬁexp 2\ 5 ,0 <@ <o00,—00 < p <00,0% >

0 lainnya

, maka X = e dikatakan memenuhi distribusi Log- Nor-

2.3. Metode Maximum Likelihood Estimation

Definisi 2.2. [1] Fungsi kepekatan peluang bersama peubah acak X1, Xa,--- , X,
yang dihitung pada x1,22, - , T, adalah f(x1,29, - ,x,|p), dan ini dirujuk oleh
fungsi likelihood untuk x1,x2,- - ,x, tetap,fungsi likelihood adalah fungsi dari p
yang dinotasikan dengan L(u). Jika X1, Xs, -, X, merupakan contoh acak dari
flx; ), maka:
n
L(p) = I fis ). (2.1)
i=1
Langkah-langkah untuk menentukan penduga kemungkinan maksimum dari p
adalah

(1) Menentukan fungsi likelihood L(p) = f(x1,22, - ,x,;p), dengan
X1, X5, -+, X, saling bebas.

(2) Bentuk logaritma natural dari fungsi likelihood, In L(u).

(3) Menentukan turunan dari logaritma natural fungsi likelihood terhadap p dan
menyamakannya dengan 0.

9ln(p)
o

Penyelesaian dari persamaan pada langkah 3, yakni fip;pp merupakan calon
penduga kemungkinan maksimum untuk u
(4) Tentukan turunan kedua dari logaritma natural fungsi likelihood terhadap
o Jika L)
. P21
memaksimumkan fungsi likelihood L(u), sehingga [ips;r merupakan penduga
kemungkinan maksimum bagi p.

=0.

< 0, maka akan membuktikan bahwa fip;pr benar-benar

2.4. Metode Estimasi Bayes
2.4.1. Distribusi Prior

Terdapat beberapa tipe distribusi prior, berkaitan dengan bentuk distribusi hasil
identifikasi pola datanya distribusi prior dibagi menjadi dua bagian yaitu distribusi
Prior konjugat dan distribusi prior non konjugat. Berkaitan dengan informasi yang
terkait dengan penentuan masing-masing parameter, distribusi prior dibagi menjadi
dua bagian yaitu distribusi prior informatif dan distribusi prior non informatif.
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2.4.2. Distribusi Posterior

Fungsi kepekatan peluang posterior dari p jika diketahui sampel pengamatan
Z1,To,- -+ ,x, adalah [1]:

T fwde = f@|p) f(p). (2.2)

Definisi 2.3. [11] Penduga Bayes. Nilai harapan dari distribusi posterior
f(plzr, 22, ,x,) dinyatakan dengan T, disebut penduga Bayes untuk 7(p).

ol = @) ()

3. Data dan Hasil

3.1. Penduga Parameter p (o2 diketahui) dari Distribusi
Log-Normal dengan Metode Maximum Likelihood Estimation
(MLE)

Misalkan X, X5, -+, X,, adalah contoh acak yang memiliki distribusi Log- Normal
(p,02) dengan o2 diketahui. Fungsi likelihood bagi parameter tersebut adalah

L0 = T[Sl 0?)

- ljl ((27702)_1/21‘1-1 exp [_(ln(;ﬁ; “)2])

= (2n0?)~"/? (1:[1 xi1> exp lz W] (3.1)

i= i=1

Logaritma natural dari fungsi likelihood adalah

n - Sy In(z)? Y pln(x)  np?
In L(p) :f§1n(27r02)721n(xi)7 1202 + 102 ~ s

i=1

Dengan mendiferensialkan terhadap p dan selanjutnya menyamakan dengan 0, maka
diperoleh

0 In L(p)

=0
op
Dy In(a;) _ 2np
o2 202
§= 21;1 hl(xi)

n

Selanjutnya akan dilakukan uji turunan kedua untuk menunjukkan bahwa 1 benar-
benar memaksimumkan fungsi likelihood L(u)

O In L(p,o®x) 9 [, In(z:) np
op? - op o2 o2
n

=—— <0
o2
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Diperoleh turunan kedua dari L(u) terhadat p bernilai kurang dari nol. Hal ini ber-
arti @ memaksimumkan fungsi kemungkinan L(u), maka penduga untuk parameter
w1 menggunakan metode Mazimum Likelihood Estimation (MLE) adalah

> i1 In(Xi)

n

HUMLE =

3.2. Pendugaan Parameter p (02 diketahui) dari Distribusi
Log-Normal dengan Metode Bayes

Diketahui bahwa X7, Xo,---, X,, adalah contoh acak yang memiliki distribusi Log-
Normal dengan o? diketahui. Berdasarkan Persamaan (3.1) fungsi likelihoodnya
adalah

n

L() o exp [—2;’2 (B u)] . (3.2

Prior konjugat untuk distribusi Log-Normal dengan parameter p dan o2 diketahui
adalah distribusi Normal dengan nilai harapan(m) dan variansi(p), sehingga fungsi
kepekatan peluang untuk p adalah

o) xexp | ok (= m)?]. (33

p

Dalam teorema Bayes setelah data diambil dan prior telah ditentukan,maka ke-
mudian dicari distribusi posteriornya dengan menggunakan Persamaan (3.2) dan
Persamaan (3.3), yaitu

fulx) o f(p)L(n)
o exp [_;p(u - m)ﬂ . exp l_;‘? (212"“ - Mﬂ .

Elan

Bila dinyatakan T = maka

n

Fbe) e xp |~ o= | exp [ 5T ]

11 ,/1 n m Nz m?  Zn
-z -+ = -2u{—+—= —+—| . (34
worl{ (e ) (G ) ) e

Distribusi posterior untuk persamaan (3.4) adalah berdistribusi Normal dengan
pembuktian sebagai berikut. Misalkan peubah acak p berdistribusi Normal dengan
parameter p, dan o2, ditulis g ~ N(pn,02). Fungsi kepekatan peluang untuk p
adalah

e

Dengan demikian, berdasarkan Persamaan (3.4) dan Persamaan (3.5) maka

1, (1 n
202t T T <p+02)’
2
02 =17 . (3.6)
o° +pn

(1* = 2ppy, + MZ)) : (3.5)
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Ly, m NI
7 = H({—t+—=);
or p o

mo? + pnT
o2+ pn

dan

Hn = (3.7)
Dengan demikian distribusi posterior untuk p pada persamaan (4.2.5) terbukti
mo? + pnT

dan para-
2+pn p

berdistribusi Normal dengan parameter mean nya adalah
o

po’
o2 +pn’
Maka penduga nilai harapan Bayes dari 1 adalah

meter variansi nya adalah

. mo*+pnX
uB = R

3.3. Fwvaluasi Sifat Penduga
3.3.1. Sifat Tak Bias

Sifat tak bias dari nilai dugaan y dengan menggunakan metode Mazimum Likelihood
Estimation adalah

E (ﬁMLE) = M-

Karena E(fiysp) = p maka fipp merupakan penduga tak bias bagi p.
Sifat tak bias dari nilai dugaan p dengan menggunakan metode Bayes adalah
2 —%
A mo* +nT’p
E = —=
(LB) o T p
Karena E(fig) # p, maka i merupakan penduga bias bagi u. Akan ditentukan
apakah fip merupakan penduga tak bias secara asimtotik bagi p dengan cara
berikut.
2 ok
. ~ . mo’ +nx
len—moE(,uB) = Limpoo (0_2_|_7wp)
= M.
Diperoleh Lim,, o, E(lig) = p, maka terbukti bahwa /i merupakan penduga tak
bias secara asimtotik bagi pu.

3.3.2. Mean Square Error (MSE)

Mean Square Error (MSE) dari Nilai Duga p dengan Menggunakan Metode Maxi-
mum Likelihood Estimation (MLE) adalah

N o?
MSE (imrLe) = o

Mean Square Error (MSE) dari Nilai Duga g dengan Menggunakan Metode
Bayes adalah
2

Var(fip) = (”p) <.

np + o2 n
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3.4. Studi Kasus

Pada bagian ini akan digunakan data bangkitan sebanyak 30,50, dan 100 buah dari
distribusi Log-Normal dengan nilai harapan adalah 5 dan standar deviasi yang telah
ditetapkan yaitu 1, sehingga di peroleh hasil nilai seperti berikut:

Tabel 1. Hasil perhitungan penduga p dari Data Kasus

Kriteria | Banyak Data | Metode MLE | Metode Bayes
30 4.808156 4.808077
Mean 50 4.958331 4.958316
100 5.042803 5.042821
30 0.033333 0.032491
Variansi 50 0.02 0.017832
100 0.01 0.009345
30 0.033333 0.032491
MSE 50 0.02 0.017832
100 0.01 0.009345

Dari Tabel diketahui bahwa nilai dugaan mean dengan metode Maximum Likelo-
hood FEstimation (MLE) dan metode Bayes sama-sama menghasilkan nilai yang
dekat dengan nilai yang ditetapkan, yaitu 4 = 5. Tetapi nilai dugaan dengan metode
MLE menghasilkan nilai yang lebih dekat dibanding hasil metode Bayes, karena
MLE adalah penduga tak bias sedangkan Bayes adalah penduga bias. Pada kedua
metode, terlihat bahwa semakin besar ukuran contoh, nilai MSE yang dihasilkan
semakin kecil dan mendekati 0. Metode Bayes menghasilkan nilai MSE yang lebih
kecil dibandingkan dengan metode MLE untuk ketiga ukuran data contoh.

4. Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan yang telah dilakukan, diperoleh beberapa kesimpulan se-
bagai berikut:

(1) Penduga parameter p dengan metode Mazimun Likelihood Estimation (MLE)
untuk distribusi Log-Normal (u,0?) jika dinyatakan sebagai ji dapat diru-
muskan sebagai

2 i1 In(X;)

- .

HKMLE =

Sedangkan Penduga parameter p dengan metode Bayes untuk distribusi Log-
Normal (i, 0?) jika dinyatakan sebagai fip dapat dirumuskan sebagai

o mo? + nT*p

BB =1 +np

(2) Secara teoritis, pendugaan parameter dengan metode MLE adalah penduga tak

bias untuk parameter p dari distribusi Log-Normal dan metode Bayes adalah
penduga bias bagi parameter p dari distribusi Log-Normal. Namun penduga
Bayes adalah penduga tak bias asimtotik bagi parameter p distribusi Log-
Normal. Karena masing-masing penduga adalah penduga tak bias dan penduga
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bias, sehingga tidak bisa dibandingkan keefisienan dari penduga kedua metode,
karena keefisienan penduga berlaku untuk penduga yang tak bias.
Berdasarkan hasil simulasi data yang diperoleh, nilai Mean Square Error (MSE)
yang didapatkan terlihat bahwa kedua metode memiliki pola yang sama, yaitu
semakin besar ukuran contoh, nilai MSE yang dihasilkan semakin kecil dan
mendekati 0. Karena nilai dugaan yang didapatkan mendekati nilai para-
meter p ketika ukuran contoh bertambah besar dan nilai MSE yang dihasilkan
mendekati 0 ketika ukuran contoh bertambah besar, maka penduga pada kedua
metode merupakan penduga yang konsisten. Metode Bayes menghasilkan nilai
MSE yang lebih kecil dibandingkan dengan metode MLE. Sehingga pendugaan
parameter p dari distribusi Log-Normal dengan metode Bayes lebih konsisten
dibandingkan dengan metode MLE.
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