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Abstrak. Penelitian ini membahas tentang penentuan rumus Banachiewicz-Schur yang
diperumum dalam menentukan invers diperumum matriks partisi. Untuk Menentukan
invers diperumum matriks partisi, maka akan ditentukan {1}-invers dan {1, 2}-invers
dari suatu matriks. Untuk menentukan {1}-invers dan {1, 2}-invers dari suatu matriks,
maka dapat ditentukan dengan beberapa cara yaitu dengan menggunakan invers Kiri,
invers kanan, faktorisasi full rank, bentuk normal Hermite.
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1. Pendahuluan

Matriks merupakan susunan dari bilangan yang berbentuk persegi panjang yang ter-
diri dari baris dan kolom. Adapun salah satu dari perhitungan pada matriks adalah
menentukan invers matriks. Invers matriks banyak digunakan dalam berbagai
bidang seperti: ekonomi, statistik, pendidikan, manajemen, dan bidang teknologi.

Invers dari suatu matriks bujur sangkar secara umum ditentukan keberadaannya
dengan menghitung determinan matriks tersebut. Jika determinan matriks terse-
but tidak sama dengan nol, maka dikatakan matriks tersebut dapat dibalik atau
memiliki invers. Untuk matriks-matriks yang berukuran m x n atau n x n yang de-
terminannya sama dengan nol, tentu saja tidak memiliki invers. Akan tetapi matriks
seperti ini dapat memiliki invers yang dinamakan invers diperumum.

Penentuan invers diperumum dari suatu matriks dapat dilakukan dengan berba-
gai macam cara, diantaranya: eliminasi Gauss [1], metode Ben-Nobble [6], dan fak-
tor Full Rank [7]. Sementara untuk pehitungan invers diperumum, dengan menggu-
nakan partisi matriks telah dijelaskan pada [4] dan [8], kemudian [5] menggabungkan
teori dari [4] dan [8] dengan cara menggunakan rumus Banachiewicz-Schur pada
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matriks yang dipartisi. Penelitian ini mengulas kembali apa yang ditulis pada [5],
yaitu menentukan invers matriks partisi yang tidak invertibel dengan menggunakan
rumus Banachiewicz-Schur.

2. Landasan Teori
2.1. Matriks dan Operast Matriks
2.1.1. Matriks Elementer dan Matriks Permutasi

Definisi 2.1. [1] Matriks elementer adalah matriks yang diperoleh dari ope-rasi
baris elementer yang tunggal pada matriks identitas I, .

Definisi 2.2. [7] Misalkan o adalah permutasi. Didefinisikan matriks permutasi
P(0) = [0;,0(j)] dimana 6; ,(;y bernilai 1 jika i = o(j) dan 0 jika i # o(j).

2.1.2. Matriks Partisi

Definisi 2.3. [1] Matriks paritisi adalah matriks yang dipartisi menjadi beberapa
matriks yang vkurannya lebih kecil dengan memasukkan garis horizontal dan garis
vertikal antara baris dan kolom matriks. Matriks-matriks kecil hasil partisi disebut
submatriks.

2.2. Bentuk Normal Hermite

Definisi 2.4. [2] Suatu Matriks H € Cpyxrn, dengan rk(H) = r, dikatakan bentuk
normal Hermite jika:

(1) r baris pertama memuat setidaknya satu elemen bukan nol, baris lainnya hanya
berisi angka nol.

(2) terdapat r bilangan bulat 1 < ¢; < ¢3 < -+ < ¢ < n, sedemikin sehingga
elemen bukan nol pertama pada baris i = 12,--- ,r, muncul pada kolom c;.

(8) semua elemen lainnya pada kolom ¢; adalah nol, i =1,2,--- 7.

Semua matriks A € C,,x, dengan rk(A) = r dapat disederhanakan ke dalam
bentuk normal Hermite
I, K

O(m—n)xr O(m—r)x(n—r)

EAP =

2.3. Invers Matriks

Definisi 2.5. [7] Jika A adalah matriks bujursangkar, dan jika terdapat ma-triks
B yang ukurannya sama sedemikian sehingga AB = BA = I, maka A dapat dibalik
dan B disebut sebagai invers dari A. Jika matriks B tidak dapat didefinisikan, maka
A dinyatakan sebagai matriks singular.

Definisi 2.6. [7] Misalkan matriks A matriks berukuran mxmn. Matriks B berukuran
n X m dikatan invers kiri dari A jika BA = I, matriks C dengan ukuran n x m
dikatan invers kanan dari A jika AC = I,,.
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Teorema 2.7. Misalkan A € C,,x, mempunyai invers kanan jika dan hanya jika
A adalah full-rank baris m dan mempunyai invers kiri jika dan hanya jika A adalah
full-rank kolom n.

Definisi 2.8. [7] Misal A € C,,,x, dikatakan mempunyai invers Moore-Penrose jika
dan hanya jika terdapat suatu matriks X € C,x., sedemikian sehingga memenuhi :

AXA=A (2.1)
XAX =X (2.2)
(AX)* = AX (2.3)
(XA)* = XA (2.4)

Matriks X pada definisi diatas ditulis sebagai A™
Definisi 2.9. [7] Misalkan A € Cyxp, dan X € Cyum.

(1) Matriks X disebut {1}-invers dari matriks A jika memenuhi persamaan (2.1)
dari invers Moore-Penrose dan selanjutnya dinotasikan dengan X € A{1} atau
AQ),

(2) Matriks X disebut {1,2}-invers dari matriks A jika memenuhi persamaan (2.1)
dan (2.2) dari invers Moore-Penrose yang dinotasikan dengan X € A{1,2}
atau A2,

(3) Matriks X disebut {1,2,3}-invers dari matriks A jika memenuhi persamaan
(2.1), (2.2) dan (2.3) ketiga dari invers Moore-Penrose yang dinotasikan dengan
X € A{1,2,3} atau A1L23),

(4) Matriks X disebut {1,2,4}-invers dari matriks A jika memenuhi persamaan
(2.1), (2.2) dan (2.4) dari invers Moore-Penrose yang dinotasikan dengan X €
A{1,2,4} atau AT2H),

(5) Matriks X disebut {1,2,3,4}-invers dari matriks A jika memenuhi persamaan
(2.1), (2.2), (2.3) dan (2.4) dari invers Moore-Penrose yang dinotasikan dengan
X € A{1,2,3,4} atau AT234),

Definisi 2.10. [7] Misalkan A € Cyyxn, dimana r > 0, jika kita dapat menemukan
F € Cpxr dan G € C,.«,, sehingga A = FG maka kita katakan bahwa kita memiliki
faktorisasi full rank dari A € Cypxn-

Definisi 2.11. [7] Misalkan A € C,,xn dengan rank A adalah v > 0 dan A
mempunyai faktorisasi full rank A = FG maka Ft dan Gt ada. Didefinisikan
AT € Cpwm dengan AY = FYGT, jadi AT = G*(GG*)"Y(F*F)~1F*.

2.4. Eksistensi dan Konstruksi {1}-Invers dan {1,2}-Invers yang
Diperumum

Teorema 2.12. Misalkan A € C,,xp, dengan rk(A) =r, E € Cpyxm dan P € Cpxp
adalah matriks nonsingular sehingga,
I. K

EFAP =
O(mfr)xr O(mfr)x(nfr)
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dimana K € C,y(—yy, maka {1}-Invers dari A € Cy,xy yaitu:

I, 0 _
G=P T rx(m r):| E
|: O(nfr)xr L

dengan L € C,_pyx (m—r)-

Teorema 2.13. Misalkan matriks A € Cyyxp denganrk(A) =r, dan G € A{1,2}—
Invers dimana rk(G) = rk(A), maka

G="P |: I, Orx(mf'r) :| E
O(n—r)xr O(n—r)x(m—r)

untuk suatu E € Cm x m dan P € C,,«y, adalah matriks nonsingular.

2.5. Komplemen Schur dan Rumus Invers Banachiewicz
Definisi 2.14.

(1) Misalkan M € C(,4p)x (ntq) adalah matriks yang dipartisi

AB
M= [ . D] |
Didefinisikan komplemen schur dari A di M dengan S = D — CA™'B, dimana
A invertibel.

(2) Misalkan M € C(y4p)x (ntp) adalah matriks yang dipartisi

e[ 23]

Didefinisikan komplemen schur dari D di M dengan T = A— BD~'C, dimana
D invertibel.

Teorema 2.15. [7] Misalkan M matriks partisi, yaitu:

w-[2]

(1) Jika A=Y dan S™' ada, maka matriks M adalah invertibel, sehingga

vt [ AT HATIBSTIOAT AT BS T
B —S-loA! st

(2) Jika D=' dan T~' ada, maka matriks M adalah invertibel, sehingga

[P { T ~T~'BD! }

—-D-'CcT=* D=+ D-'CT-'BD!
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3. Pembahasan
Misalkan M € C(,,4p)x (n+q) adalah matriks yang dipartisi
AB }

M:[CD

S = D — CGEB, dimana G adalah invers Moore-Penrose dari matiks A yang
memenuhi persamaan pada definisi (2.8) yaitu {1}-invers dan {1,2}-invers atau
G € A{1} dan G € A{1,2}.

N adalah matriks partisi yang memiliki struktur spesifik dari rumus Banachiewicz-
Schur yang diperumum, yaitu:

N _ | G+GBHCG —GBH
B ~HCG H |

dimana H adalah invers Moore-Penrose dari matriks S yang memenuhi persamaan
pada definisi (2.8) yaitu {1}-invers dan {1,2}-invers atau H € S{1} dan H €
S{1,2}.

Ea=1,-GA Fa=1,—-AG,Es=1,—HS,Fs =1,— SH.

Sehingga,

MUN — [ AG - F4BHCG FABH}

FsCG SH

dan

_ [ GA—GBHCE, GBEg
NM = [ HCE4 HS ] '

Misalkan M dan N adalah matriks yang berukuran 2 x 2 maka:

(1) Baris pertama matriks M dikalikan dengan kolom pertama matriks N disim-
bolkan dengan NW (North West).

(2) Baris pertama matriks M dikalikan dengan kolom kedua matriks N disimbolkan
dengan NE (North East).

(3) Baris kedua matriks M dikalikan dengan kolom pertama matriks N disimbolkan
dengan SW (South West).

(4) dan untuk baris kedua matriks M dikalikan dengan kolom kedua matriks N
disimbolkan dengan SE (South East).

Teorema 3.1. [5] Misalkan M € C(y,4p)x (ntq) adalah matriks partisi.
AB
-l o)
S=D-CGB,
v _ [ G+GBHCG ~GBH
- —-HCG H |’
Er=1,—GA, Fy = I, — AG, Eg :Iq—HS, Fs :Ip—SH maka, N €
M{1} jika dan hanya jika G € A{1}, H € S{1}, FaBEs = 0, FsCE, = 0,
FABHCE, = 0.
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Bukti. Pada S = D-CGBdan Ey =1,—GA,Fy = 1,,—AG,Es = 1,—HS,Es =
I, — SH maka dari

[ AG— FABHCG FaBH (4B
MN = FsCG SH}d M_[CD]

Perhatikan bahwa,

(MNM)nw = (AG — FABHCG)A + (FABH)C
— AGA — FABHCGA + FA\BHC
= A+ F4BHCE,,

(MNM)ng = (AG — FABHCG)B + (FABH)D
— AGB + FABHS
— B— F,BEs,

(MNM)sw = (FsCG)A + (SH)C
= CGA— SHCGA+ SHC
= C — FsCFE,,

(MNM)sg = (FsCG)B + (SH)D
= FsCGB + SHD
— CGB + SHS.

Akibatnya pada Definisi (2.8), N € M {1}, yaitu:

MNM = M:{AB],

CD
jika dan hanya jika,
(MNM)yw < (AG — FA\BHCG)A+ (FABH)C = Mnw = A
A+ FABHCE,=A
FyBEs =0,
(FsCGYA+ (SH)C = Mgw =C
CGA+ SHCEA=C
FsCE5 =0,
(FsCG)B+ (SH)D = Mgg =D
SHS =D —-CGB
SHS =S. |

(MNM)sw

(MNM)sg

(R

Teorema 3.2. [5] Misalkan M € C(y,1p)x(n+q) adalah matriks partisi

AB
CcD

G+ GBHCG —-GBH

M:{ ~HCG H |

], S=D-CGB, N =

Ea=1I,—GA, Fo = I, — AG, Es = I, — HS, Fs = I, — SH maka, N € M{2}
jika dan hanya jika G € A{1,2} dan H € S{2}.
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Bukti. Pada S = D—CGB dan Ey = I,—GA, Fs = I,,—AG, Eg = I,—~HS, Es =
I, — SH maka dari

GA—-GBHCE, GBEg G+ GBHCG —-GBH
HCEy4 HS —-HCG H

Berdasarkan pembuktian Teorema 3.1, kita temukan bahwa dengan notasi tambah-
an HSH — H = Q.
Perhatikan bahwa,

(NMN)yw = (GA—~ GBHCE,)(G+GBHCG) — GBEsHCG
= GAG+ GAGBHCG — GB(I, —HS)HCG
=G+ GAGBHCG,

(NMN)ng = (GA— GBHCEA)(-GBH) + GBEsH
= —-GBH +GBEsH
= —-GBH,

(NMN)sw = HCEA(G+ GBHCG) — HSHCG
=HCE,G+ HCEA,GBHCG - HSHCG

NM = ]danNz[

= —HCG,

(NMN)gg = (HCE4)(—~GBH) + HSH
= —Q+ HSH
= H.

Akibatnya, N € M{2}, yaitu:

- [ G+GBHCG -GBH
NMN =N = —~HCG H |’

jika dan hanya jika
(NMN)yw <= (GA—GBHCE,)(G+ GBHCG) - GBEsHCG
= Nyw =G+ GBHCG

<= (Ea+GBHCGE4)(G+GBHCG) = GBQCG
= E4(G+GBHCG) =0,

(NMN)yg <= (GA—-GBHCE4)(-GBH) + GBEsH = Nyg = —GBH
< (Es+ GBHCE,)GBH = —~GBH + GBHSH
<— F4,GBH =0,

(NMN)gw < HCEA(G+GBHCG)— HSHCG = Ngw = —HCG
= HCE4(G+ GBHCG) = QCG (3.1)
<— HCE,G =0,

(3.2)

(NMN)sp <= HCEA(—~GBH)+ HSH = Ngp = H
<~— HCEsGBH=HSH-H
<= HCE,GBH =Q. (3.3)
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Subsitusi persamaan (3.2) ke persamaan (3.3)

HCE4(G+GBHCG) = QCG
HCE4(G + GBHCG) = HCEAGBHCG. O

4. Kesimpulan

Berdasarkan penelitian ini, rumus Banachiewicz-Schur sebelumnya digunakan untuk
menentukan invers dari matriks parisi yang invertibel, tetapi rumus Banachiewicz-
Schur ini juga dapat digunakan untuk matriks partisi yang tidak invertibel, di-
mana entri-entri submatriksnya menggunakan {1}-invers dan {1, 2}-invers, sehingga
kesimpulan yang dapat diambil adalah penentuan invers matriks partisi yang diper-
umum dapat ditentukan dengan rumus:

N G+ GBHCG —GBH
o —HCG H ’

dimana, H adalah invers dari S yaitu S = D — CGB,

(i) Jika G € A{1}, H € S{1} maka N € M{1}.
(ii) Jika G € A{1,2}, H € S{2} maka N € M{2}.
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