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Abstrak. Dalam makalah ini digunakan metode Mittag-Leffler berikut:

y(x) = Eα(axα) =
∞∑
n=0

an
xnα

Γ(nα+ 1)
,

untuk menyelesaikan beberapa tipe persamaan diferensial fraksional dengan koefisien
konstan. Beberapa contoh diberikan untuk mengilustrasikan hasil utama.

Kata Kunci : Persamaan Diferensial Fraksional, Turunan Fraksional Caputo, Fungsi

Mittag-Leffler

1. Pendahuluan

Persamaan diferensial muncul dalam berbagai macam model matematika di bidang

sains dan teknologi. Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat suatu

fungsi tak diketahui beserta turunan-turunannya.

Suatu persamaan diferensial fraksional adalah suatu persamaan diferensial de-

ngan orde berupa bilangan rasional. Persamaan diferensial fraksional pertama kali

diperkenalkan oleh L’Hopital pada tahun 1695 seiring dengan perkembangan kalku-

lus fraksional.

Penelitian untuk mendapatkan solusi persamaan diferensial fraksional telah

banyak dilakukan. Dalam penelitian ini akan dicari solusi beberapa tipe persamaan

diferensial fraksional linier homogen dengan koefisien konstan menggunakan metode

Mittag-Leafler:

y(x) = Eα(axα) =

∞∑
n=0

an
xnα

Γ(nα+ 1)
. (1.1)

∗penulis korespondensi
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2. Landasan Teori

2.1. Fungsi Gamma

Definisi 2.1. [5] Fungsi Gamma dinotasikan dengan Γ(n), didefinisikan sebagai

Γ(n) =

∞∫
0

tn−1e−tdt, n > 0, n ∈ R.

2.2. Fungsi Beta

Definisi 2.2. [3] Fungsi Beta dinotasikan B(p, q), didefinisikan sebagai berikut:

B(p, q) =

1∫
0

xp−1(1− x)q−1dx, x ∈ R,

dimana Re(p) > 0 dan Re(q) > 0.

2.3. Fungsi Mittag-Leffler dan Turunan Fraksional Caputo

Definisi 2.3. [1] Fungsi Mittag-Leffler satu parameter (α) dinotasikan dengan Eα,

didefinisikan sebagai berikut:

Eα(z) =

∞∑
k=0

zk

Γ(αk + 1)
, z ∈ C.

Definisi 2.4. [2] Turunan fraksional Caputo orde α ∈ R dari fungsi y(x) dengan

m− 1 < α < m,m ∈ N, didefinisikan sebagai berikut

Dαy(x) =
1

Γ(m− α)

∫ x

0

y(m)(τ)dτ

(x− τ)α+1−m ,

dimana y(m)(τ) adalah turunan ke-m dari fungsi y(τ).

[4] Perumuman dari metode Mittag-Leffler disajikan

y = Eα(axα) =

∞∑
n=0

an
xnα

Γ(nα+ 1)
.

Selanjutnya, gunakan Definisi dari kalkulus fraksional sebagai berikut:

Dαy(x) =

∞∑
n=1

an
x(n−1)α

Γ((n− 1)α+ 1)
. (2.1)

D(2α)y(x) =

∞∑
n=2

an
x(n−2)α

Γ((n− 2)α+ 1)
. (2.2)

D(3α)y(x) =

∞∑
n=3

an
x(n−3)α

Γ((n− 3)α+ 1)
. (2.3)
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D(m−1)αy(x) =

∞∑
n=m−1

an
x(n−(m−1))α

Γ((n− (m− 1))α+ 1)
.

D(mα)y(x) =

∞∑
n=m

an
x(n−m)α

Γ((n−m)α+ 1)
. (2.4)

3. Pembahasan

Berikut ini diperlihatkan bagaimana metoda Mittag Leafler digunakan untuk

menyelesaikan beberapa tipe persamaan diferensial fraksional linier dengan koe-

fisien konstan.

(1)
dαy

dxα
= ky.

Dengan mensubstitusikan persamaan (2.1) diperoleh

∞∑
n=1

an
x(n−1)α

Γ((n− 1)α+ 1)
− k

∞∑
n=0

an
xnα

Γ(nα+ 1)
= 0,

∞∑
n=0

an+1 xnα

Γ((nα+ 1)
− k

∞∑
n=0

an
xnα

Γ(nα+ 1)
= 0,

∞∑
n=0

(an+1 − kan)n
xnα

Γ(nα+ 1)
= 0.

Dengan menjadikan koefisien dari xnα sama dengan 0, diperoleh

an+1 − kan = 0.

untuk n = 0, maka diperoleh a1 = ka0 = k.

untuk n = 1, maka diperoleh a2 = ka1 ⇒ a2 = k2,

untuk n = 2, maka diperoleh a3 = ka2 ⇒ a3 = k3.

Berikutnya substitusikan ke persamaan (1.1)

y(x) = a0 + a1
xa

Γ(α+ 1)
+ a2

x2α

Γ(2α+ 1)
+ a3

x3α

Γ(3α+ 1)
+ · · ·

y(x) = 1 + k
xa

Γ(α+ 1)
+ k2

x2α

Γ(2α+ 1)
+ k3

x3α

Γ(3α+ 1)
+ · · ·

Solusi umum adalah

y(x) =

∞∑
n=0

knxnα

Γ(nα+ 1)
.

Dengan α = 1, solusi eksaknya adalah:

y(x) =

∞∑
n=0

(kx)n

Γ(n+ 1)
.
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(2)
d2αy

dx2α
− y = 0.

Dengan mensubstitusi persamaan (2.2) diperoleh

∞∑
n=2

an
x(n−2)α

Γ((n− 2)α+ 1)
−
∞∑
n=0

an
xnα

Γ(nα+ 1)
= 0,

∞∑
n=0

an+2 xnα

Γ(nα+ 1)
−
∞∑
n=0

an
xnα

Γ(nα+ 1)
= 0,

∞∑
n=0

(an+2 − an)
xnα

Γ(nα+ 1)
= 0.

Dengan koefisien dari xnα=0, dan identifikasi koefisien sehingga diperoleh

an+2 = an.

Selanjutnya substitusikan ke persamaan (1.1)

y(x) = 1 + a
xα

Γ(α+ 1)
+

x2α

Γ(2α+ 1)
+ a

x3α

Γ(3α+ 1)
+ · · ·

Jika a = 1, maka solusi umum dalam fungsi Mittag-Leffler

y(x) =

∞∑
n=0

xnα

Γ(nα+ 1)
= Eα(xα).

(3)
d2αy

dx2α
+
dαy

dxα
− 2y = 0.

Dengan mensubstitusi persamaan (2.2) diperoleh

∞∑
n=2

an
x(n−2)α

Γ((n− 2)α+ 1)
+

∞∑
n=1

an
x(n−1)α

Γ((n− 1)α+ 1)
− 2

∞∑
n=0

an
x(nα)

Γ(nα+ 1)
= 0.

∞∑
n=0

an+2 xnα

Γ(nα+ 1)
+

∞∑
n=0

an+1 xnα

Γ(nα+ 1)
− 2

∞∑
n=0

an
x(nα)

Γ(nα+ 1)
= 0.

∞∑
n=0

(an+2 + an+1 − 2an)
xnα

Γ(nα+ 1)
= 0.

Dengan koefisien xnα = 0, dan identifikasi koefisien sehingga,

an+2 = 2an − an+1.

Sehingga diperoleh:

y(x) = 1 + a
xα

Γ(α+ 1)
+ (2− a)

x2α

Γ(2α+ 1)
+ a(2− a)

x3α

Γ(3α+ 1)
+ · · ·

Jika a = 1, maka solusi umum dari fungsi Mittag-Leffler

y(x) =

∞∑
n=0

xnα

Γ(nα+ 1)
= Eα(xα).
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(4)
d2αy

dx2α
+ a1

dαy

dxα
+ aoy = 0.

Dengan mensubstitusi persamaan (2.2) diperoleh

∞∑
n=2

an
x(n−2)α

Γ((n− 2)α+ 1)
+ a1

∞∑
n=1

an
x(n−1)α

Γ((n− 1)α+ 1)
+ a0

∞∑
n=0

an
x(nα)

Γ(nα+ 1)
= 0.

∞∑
n=0

an+2 xnα

Γ(nα+ 1)
+ a1

∞∑
n=0

an+1 xnα

Γ(nα+ 1)
+ a0

∞∑
n=0

an
x(nα)

Γ(nα+ 1)
= 0.

∞∑
n=0

(an+2 + a1a
n+1 + a0a

n)
xnα

Γ(nα+ 1)
= 0.

Dengan menjadikan koefisien dari xnα sama dengan 0, diperoleh:

an+2 + a1a
n+1 + a0a

n = 0.

an+2 = −a1an+1 − a0an.
(3.1)

untuk n = 0, maka diperoleh

a2 = −a1a− a0. (3.2)

untuk n = 1, maka diperoleh

a3 = −a1a2 − a0a = a(−a1a− a0). (3.3)

untuk n = 2, maka diperoleh

a4 = −a1a3 − a0a2 = a2(−a1a− a0). (3.4)

Substitusi nilai yang diperoleh pada persamaan (3.2), (3.3), dan (3.4) ke

persamaan (1.1). Selanjutnya diperoleh hasil

y(x) = 1+a
xα

Γ(α+ 1)
+(−a1a−a0)

x2α

Γ(2α+ 1)
+a(−a1a−a0)

x3α

Γ(3α+ 1)
+· · ·

(3.5)

Dengan pemisalan a2 pada persamaan (3.2), maka persamaan (3.5) dapat

disederhanakan menjadi

y(x) = 1 + a
xα

Γ(α+ 1)
+ a2

x2α

Γ(2α+ 1)
+ a3

x3α

Γ(3α+ 1)
+ · · · (3.6)

Jika a = 1, maka solusi umum dari fungsi Mittag-Leffler

y(x) =

∞∑
n=0

xnα

Γ(nα+ 1)
= Eα(xα).
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(5) D3αy + α2D
2αy + α1D

2y + α0y = 0.

Dengan mensubstitusi persamaan (2.3) diperoleh

∞∑
n=3

an
x(n−3)α

Γ((n− 3)α+ 1)
+ α2

∞∑
n=2

an
x(n−2)α

Γ((n− 2)α+ 1)

+ α1

∞∑
n=1

an
x(n−1)α

Γ(n− 1α+ 1)
+ α0

∞∑
n=0

xnα

Γ(nα+ 1)
= 0.

∞∑
n=0

an+3 xnα

Γ(nα+ 1)
+ α2

∞∑
n=0

an+2 xnα

Γnα+ 1)

+ α1

∞∑
n=0

an+1 xnα

Γ(nα+ 1)
+ α0

∞∑
n=0

xnα

Γ(nα+ 1)
= 0.

∞∑
n=0

(an+3 + α2a
n+2 + α1a

n+1 + α0)
xnα

Γ(nα+ 1)
= 0.

Dengan menjadikan koefisien dari xnα sama dengan 0, diperoleh

an+3 + α2a
n+2 + α1a

n+1 + α0a
n = 0.

an+3 = −α2a
n+2 − α1a

n+1 − α0a
n.

(3.7)

untuk n = 0, maka diperoleh

a3 = −α2a
2 − α1a

1 − α0. (3.8)

untuk n = 1, maka diperoleh

a4 = −α2a
3 − α1a

2 − α0a
1. = a(−α2a

2 − α1a
1 − α0). (3.9)

untuk n = 2, maka diperoleh

a5 = −α2a
4 − α1a

3 − α0a
2 = a2(−α2a

2 − α1a
1 − α0). (3.10)

Substitusi nilai yang diperoleh pada persamaan (3.8), (3.9) dan (3.10) ke

persamaan (1.1). Selanjutnya diperoleh hasil

y(x) = 1+a
xα

Γ(α+ 1)
+a2

x2α

Γ(2α+ 1)
+(−α2a

2−α1a
1−α0)

x3α

Γ(3α+ 1)
+ · · ·

(3.11)

Dengan pemisalan a3 pada persamaan (3.8), maka persamaan (3.11) dapat

disederhanakan menjadi

y(x) = 1 + a
xα

Γ(α+ 1)
+ a2

x2α

Γ(2α+ 1)
+ a3

x3α

Γ(3α+ 1)
+ · · ·

Jika a = 1, maka solusi umum dari fungsi Mittag-Leffler

y(x) =

∞∑
n=0

xnα

Γ(nα+ 1)
= Eα(xα).
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(6) Dmαy + αm−1D
(m−1)αy + αm−2D

(m−2)αy + ...+ α1D
αy + α0y = 0.

Dengan mensubstitusi persamaan (2.4) diperoleh

∞∑
n=m

an
x(n−m)α

Γ((n−m)α+ 1)
+ αm−1

∞∑
n=m−1

an
x(n−(m−1)α

Γ((n− (m− 1)α+ 1)
.

+ αm−2

∞∑
n=m−2

an
x(n−(m−2)α

Γ((n− (m− 1)α+ 1)
+ ...+ α1

∞∑
n=1

an
x(n−1)α

Γ((n− 1)α+ 1)
.

+ α0

∞∑
n=0

an
x(nα)

Γ(nα+ 1)
= 0.

∞∑
n=0

a(n+m) x(nα)

Γ(nα+ 1)
+ αm−1

∞∑
n=0

an+m−1
x(nα)

Γ(nα+ 1)

+ αm−2

∞∑
n=0

a(n+m−2)
x(nα)

Γ(nα+ 1)
+ · · ·+ α1

∞∑
n=0

an+1 x(nα)

Γ(nα+ 1)

+ α0

∞∑
n=0

an
x(nα)

Γ(nα+ 1)
= 0.

∞∑
n=0

(a(n+m) + α(m−1)a
(n+m−1) + α(m−2)a

(n+m−2) + ...+ α1a
(n+1)

+ α0a
n xnα

Γ(nα+ 1)
= 0

Dengan menjadikan koefisien dari xnα sama dengan 0, diperoleh

(a(n+m) + α(m−1)a
(n+m−1) + α(m−2)a

(n+m−2) + ...+ α1a
(n+1) + α0a

n) = 0

(a(n+m) = −α(m−1)a
(n+m−1) − α(m−2)a

(n+m−2) − ...− α1a
(n+1) − α0a

n)

(3.12)

untuk n = 0, maka diperoleh

am = −α(m−1)a
(m−1) − α(m−2)a

(m−2) − ...− α1a− α0) (3.13)

untuk n = 1, maka diperoleh

am+1 = −α(m−1)a
m − α(m−2)a

(m−1) − ...− α1a
2 − α0a)

= a(−α(m−1)a
(m−1) − α(m−2)a

(m−2) − ...− α1a− α0)
(3.14)

untuk n = 2, maka diperoleh

am+2 = −α(m−1)a
m+1 − α(m−2)a

m − ...− α1a
3 − α0a

2)

= a2(−α(m−1)a
(m−1) − α(m−2)a

(m−2) − ...− α1a− α0)
(3.15)

untuk n = 3, maka diperoleh

am+3 = −α(m−1)a
m+2 − α(m−2)a

m+1 − ...− α1a
4 − α0a

3)

= a3(−α(m−1)a
(m−1) − α(m−2)a

(m−2) − ...− α1a− α0)
(3.16)
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Substitusikan persamaan (3.13), (3.14), (3.15), dan (3.16) ke persamaan

(1.1) diperoleh

y(x) = 1 + a
xα

Γ(α+ 1)
+ a2

x2α

Γ(2α+ 1)
+ a3

x3α

Γ(3α+ 1)
+ ...

Jika a = 1, maka solusi umum dari fungsi Mittag-Leffler

y(x) =

∞∑
n=0

xnα

Γ(nα+ 1)
= Eα(xα)

4. Kesimpulan

Metode Mittag-Leffler adalah salah satu metode yang dapat menyelesaikan bebe-

rapa tipe persamaan diferensial fraksional linier dengan koefisien konstan.
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