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Abstrak. Dalam makalah ini digunakan metode Mittag-Leffler berikut:

no

(@) = Balaz®) =3 a" ——,
Y nz::o I'(na+1)

untuk menyelesaikan beberapa tipe persamaan diferensial fraksional dengan koefisien
konstan. Beberapa contoh diberikan untuk mengilustrasikan hasil utama.

Kata Kunci: Persamaan Diferensial Fraksional, Turunan Fraksional Caputo, Fungsi
Mittag-Leffler

1. Pendahuluan

Persamaan diferensial muncul dalam berbagai macam model matematika di bidang
sains dan teknologi. Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat suatu
fungsi tak diketahui beserta turunan-turunannya.

Suatu persamaan diferensial fraksional adalah suatu persamaan diferensial de-
ngan orde berupa bilangan rasional. Persamaan diferensial fraksional pertama kali
diperkenalkan oleh L’Hopital pada tahun 1695 seiring dengan perkembangan kalku-
lus fraksional.

Penelitian untuk mendapatkan solusi persamaan diferensial fraksional telah
banyak dilakukan. Dalam penelitian ini akan dicari solusi beberapa tipe persamaan
diferensial fraksional linier homogen dengan koefisien konstan menggunakan metode
Mittag-Leafler:

(1.1)

*penulis korespondensi
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2. Landasan Teori

2.1. Fungsi Gamma

Definisi 2.1. [5] Fungsi Gamma dinotasikan dengan T'(n), didefinisikan sebagai

o0

I'(n) = /t"_le_tdt, n>0, neR.
0

2.2. Fungsi Beta

Definisi 2.2. [3] Fungsi Beta dinotasikan B(p,q), didefinisikan sebagai berikut:

B(p,q) = [ 2?71 — 2)7 'dz, x € R,

1
0
dimana Re(p) > 0 dan Re(q) > 0.

2.3. Fungsi Mittag-Leffler dan Turunan Fraksional Caputo

Definisi 2.3. [1] Fungsi Mittag-Leffler satu parameter («) dinotasikan dengan E,,
didefinisikan sebagai berikut:

oo k

z
E = _ .
O Tar 2 €

Definisi 2.4. [2] Turunan fraksional Caputo orde o € R dari fungsi y(x) dengan
m—1<a<m,m €N, didefinisikan sebagai berikut

() — T y(r)dr
DY) = iy fy G

dimana y"™) (1) adalah turunan ke-m dari fungsi y(7).

[4] Perumuman dari metode Mittag-Leffler disajikan

oo no
a\ n T
y=Ea(ar®) =) a" gy
n=0

Selanjutnya, gunakan Definisi dari kalkulus fraksional sebagai berikut:

D%y(x) = nzlanf((nx— Dot 1) (2.1)
(20) B e N l.(n72)a
DEy(a) =3 a T((n—2)a+ 1) (2:2)
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Do e (nf(mfl))a
DM Z a” .
ol (n—(m—-1)a+1)
ma) e (nfm)a
Z a” P (2.4)

3. Pembahasan

Berikut ini diperlihatkan bagaimana metoda Mittag Leafler digunakan untuk
menyelesaikan beberapa tipe persamaan diferensial fraksional linier dengan koe-
fisien konstan.

d*y
1) oo =ky.
Dengan mensubstitusikan persamaan (2.1) diperoleh
0 (n—1)a e no
x x
_— - k n___ = 07
g I'((n—1a+1) nZ:oa I'(na+1)
TL+1L —k =0
Z: “ I'((na+1 Z T(na+1)
0 pne
Z:(LL”Jr1 —ka")n—= =0.
o I'(na+1)

Dengan menjadikan koefisien dari ™ sama dengan 0, diperoleh
1 _ka™ = 0.

untuk n = 0, maka diperoleh a' = ka® = k.

untuk n = 1, maka diperoleh a? = ka' = a? = k2,
untuk n = 2, maka diperoleh a® = ka? = a3 = k3.
Berikutnya substitusikan ke persamaan (1.1)

0 1 a 5 1,204 3 xBoz
Y@ =t e T T aa ) T TEa ) T
a 2c 3o
(@) =14k kP Iy T — e

T(a+1) (2o +1) IF(3a+1)

Solusi umum adalah

e fen gpno

y(z) = ng() m-

Dengan o = 1, solusi eksaknya adalah:

(oo}

_ (kx)™ '
7;) I'n+1)



110 Gusti Nellam Sari, dkk

any

(2) A2 —y=0.
Dengan mensubstitusi persamaan (2.2) diperoleh
ria"r((nx(_n22a+1 Z Ta )~
ngonw C(na + 1 Z Fna+ =0,
TLE::O( - n)F(nfU:j_ 1) 0

Dengan koefisien dari 2"*=0, dan identifikasi koefisien sehingga diperoleh

Selanjutnya substitusikan ke persamaan (1.1)

a 1,2(1 x3a

Y@) =1 0y  Taa s 1) T T Ba 1 1)

Jika a = 1, maka solusi umum dalam fungsi Mittag-Leffler

no

W) = 3 Fag ) = Fale®):

n=0

d2ay day
(3) d.’L’za +d7a—2y_0
Dengan mensubstitusi persamaan (2.2) diperoleh

e x(n 2)a e . x(n Do
g n—2a+1)+;a M'((n—1a+1) Z Fna+1
0o no o no © (na)
n+2 z n+1 x -9 n x
nZ:oa I'(na+1) +n¥0a I'(na+1) ngoa I'(na+1)
> e

n+2 n+l 2a™
Y (@2 +a D

n=0

Dengan koefisien z"* = 0, dan identifikasi koefisien sehingga,

2 =2¢" — o™t
Sehingga diperoleh:
P 2 xSa
=1 — 4+ 2-a)=——— 2—a)=———+---
y(@) =1+ a5y 2O, 1 TPV rEa g

Jika a = 1, maka solusi umum dari fungsi Mittag-Leffler

x) = o E,(z9).
7;) I'(na+1)

=0.

=0.
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any da
oy =0.
dx2o +a d feY ta y=
Dengan mensubstitusi persamaan (2.2) diperoleh
e (n—2)a x(nfl)a l.(na)
P = 2)at 1) “”nzla T((n-Datl) OZ T(na+1)
0o no no (na)
n+2 T n+1 o 71‘ =
nz:; F(na+1)+alza I‘(noz—l—l)—i_aoZ I'(na+1)
- +2 +1 "
n n n
Z(a tmat T doa )F(naJrl)
n=0
Dengan menjadikan koefisien dari ™ sama dengan 0, diperoleh:
n—+2 n+1 n
a + aia + apa” = 0.
' ?1-&-2 n+1 n (31)
a = —aia — aopa .
untuk n = 0, maka diperoleh
a? = —aja — ag. (3.2)
untuk n = 1, maka diperoleh
a® = —a1a® — apa = a(—aya — ag). (3.3)
untuk n = 2, maka diperoleh
a* = —a1a® — apa® = a*(—aja — ap). (3.4)

Substitusi nilai yang diperoleh pada persamaan (3.2), (3.3), dan (3.4) ke
persamaan (1.1). Selanjutnya diperoleh hasil

(e 2« x3a

Tlag 1) T a0 ra, qy tal-ma—a) ety +

(3.5)
Dengan pemisalan a? pada persamaan (3.2), maka persamaan (3.5) dapat

y(x) = 1+a

disederhanakan menjadi

o 20 3a

(r)=1+a 3: +a? x +a? x
=27+ T Tea+1) " TBa+1)

+o- (3.6)

Jika a = 1, maka solusi umum dari fungsi Mittag-Leffler

x) = o Eq(x9).
T;) I'(na+1)

=0.

=0.
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(5) D3y + asD**y + a1 D*y + apy = 0.
Dengan mensubstitusi persamaan (2.3) diperoleh

& N x(n 3)a n—2)o¢
nzz:ga I'((n—3)a+1) +a22a 2)a+1)

> (n—1a

n €
=0.

—I-ozlnz::la F( o+ 1) —&-aoz
x pne pno

n+3 n+2
nz%& F(na+1)+a22a a4+ 1)
+oz1nz%a 71“(7104—&— )Jraozil"na—i—l) .
- n+3 n+2 n+1 Ina — O
7Z;J(a + asa + ara +a0)71"(na+ 0 .

Dengan menjadikan koefisien dari 2™ sama dengan 0, diperoleh

a"? + aa™? + a1a™ Tt + apga™ = 0.

a3 = —apa™? — aya™tt — apa”. (37)

untuk n = 0, maka diperoleh
a® = —asa® — ayat — ap. (3.8)

untuk n = 1, maka diperoleh
a* = —wa® — aa® — apat. = a(—aza® — aya — ag). (3.9)

untuk n = 2, maka diperoleh
a® = —aa’ — a1a® — apa® = a*(—awa® — arat — ay). (3.10)

Substitusi nilai yang diperoleh pada persamaan (3.8), (3.9) dan (3.10) ke
persamaan (1.1). Selanjutnya diperoleh hasil

a 2a 3o

y(x)=14a a N + (—aga® —ayat —ag) =+ -
Fla+1) = D2a+1) YT(Ba+1)

(3.11)
Dengan pemisalan a® pada persamaan (3.8), maka persamaan (3.11) dapat
disederhanakan menjadi

% 9 $2a 3 m?)oz

TatD “TEat1 “TBatl)

Jika a = 1, maka solusi umum dari fungsi Mittag-Leffler

x) = o Eq(x9).
T;) I'(na+1)
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(6) D™y 4ty DDy 4 Ao D=2y 4+ a1 D + agy = 0.
Dengan mensubstitusi persamaan (2.4) diperoleh

x(n m)a x(n—(m—l)a

Za a+1)+0¢m lnzn:la F'((n—(m—-1a+1)
(n—(m—2)c (n—1)«
x x
o QnZZG (n—( —1)a+1 +alza '((n—1a+1)
< )
—|—a02a I(na+1)
n=0
0 (na) 0 (na)
(n+m) z n+m—1 z
T;a I'(na+1) +ozm_17;)a I'(na+1)
o0 (na) (nay)
(n+m—2) x n+1 xz
+am,22a F(na+1)+ +a1Za I'(na+1)
n=0 n=0
0 (na)
X
n -0
+a07§a I(na+1)

> (@™t ap_na® D +ag_ga Y 4t agal"tY

n — O
+aoa P(na+1)

Dengan menjadikan koefisien dari ™ sama dengan 0, diperoleh

(a(""””) + a(m_l)a("+m_1) + a(m_Q)a(”+m_2) + o+ aga™t) 4 apa™) =0

(a(mtm) = ,a(m_l)a(nﬂn*l) _ a(m_z)a(nﬂn*?) — =™ — aga”)
(3.12)
untuk n = 0, maka diperoleh
a™ = —a(m_l)a(mfl) — a(m_g)a(mfz) — . —na — ) (3.13)
untuk n = 1, maka diperoleh
o™t = —Q(p—1)0" — a(m_2)a(m*1) — ... —aia® — aa) (3.14)
= a(—a(m_l)a(m_l) - a(m_g)a(m_Q) — ... —aa— ap)
untuk n = 2, maka diperoleh
a™t? = —a(m,l)am"‘l — Q)@ — ... — ara® — apa?) (3.15)
= az(—a(m_l)a(mfl) - a(m_g)a(mfz) — ... —Qa1a— Q)
untuk n = 3, maka diperoleh
a3 = —Oz(m_l)am+2 - a(m_g)amﬂ — . —agat — apa®) (3.16)
= a3(—a(m,1)a(m_1) — a(m,Q)a(m_Q) — .. —aia— )
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Substitusikan persamaan (3.13), (3.14), (3.15), dan (3.16) ke persamaan
(1.1) diperoleh

(x) _ ta & N a2 x2a N a3 1.30( N
P =200+ T T2ar ) Y TBatl)

Jika a = 1, maka solusi umum dari fungsi Mittag-Leffler

x) = o E, (2
y T;) I'(na+1) )

4. Kesimpulan

Metode Mittag-Leffler adalah salah satu metode yang dapat menyelesaikan bebe-
rapa tipe persamaan diferensial fraksional linier dengan koefisien konstan.
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