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Abstrak. Penelitian ini membahas tentang perhitungan determinan suatu matriks
yang telah diblok. Perhitungan determinan ini menggunakan dua metode yaitu metode
Ekspansi Laplace dan metode Komplemen Schur. Pada metode Komplemen Schur akan
dilakukan generalisasi pada matriks blok untuk menghitung determinannya.

Kata Kunci: Determinan, Matriks Blok, Ekspansi Laplace, Komplemen Schur

1. Pendahuluan

Pada teori matriks, perhitungan determinan merupakan salah satu kajian yang
sering dibahas. Perhitungan determinan terkait dengan matriks berukuran kecil
(n < 3) biasanya tidak pernah menjadi masalah, hanya dengan menggunakan de-
finisi determinan biasanya langsung dapat diselesaikan. Namun perhitungan deter-
minan matriks dengan ukuran yang besar, sukar dilakukan jika hanya menggunakan
definisi determinan.

Beberapa metode yang dapat digunakan untuk menghitung determinan matriks
adalah metode reduksi baris, metode ekspansi Laplace/kofaktor dan metode kom-
plemen Schur. Metode lain yang dapat digunakan adalah dengan mengubah ma-
triks tersebut menjadi matriks blok. Untuk menentukan determinan matriks blok
tersebut, pada penelitian ini akan digunakan dua metode yaitu metode ekspansi
Laplace/kofaktor dan metode komplemen Schur. [4]

2. Landasan Teori
2.1. Matriks dan Operasi Matriks

Definisi 2.1. [3] Misalkan M sebagai matriks bujur sangkar berukuran b x b. Ma-
triks M disebut matriks segitiga atas jika m;; = 0 untuk @ > j, dan M dikatakan

*penulis korespondensi
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matriks segitiga bawah jika m;; = 0 untuk i < j.

Definisi 2.2. [5] Misalkan M dan N adalah matriks bujur sangkar berukuran sama.
Jika MN = NM = I, maka M dikatakan invertible (dapat dibalik) dan N disebut
invers dari M yang disimbolkan dengan M '

Definisi 2.3. [1] Sebuah matriks bujur sangkar M yang mempunyai sifat
M—t=MT
disebut matriks ortogonal.

Definisi 2.4. [2] Matriks M dan N disebut matriks bolak balik atau komutatif jika
MN = NM.

Definisi 2.5. [1] Matriks blok atau matriks partisi adalah matriks yang dipartisi
atau diblok menjadi beberapa matriks yang ukurannya lebih kecil dengan mema-
sukkan garis horizontal dan garis vertikal antara baris dan kolom matriks. Matriks-
matriks kecil hasil partisi disebut submatriks.

A A - Agg
. ) Aoy Agg -+ Agy, ' .
Definisi 2.6. [4] Suatu matriks blok M = | . . . dikatakan komutatif
A1 Ago -+ Apg,

berpasangan jika dan hanya jika A;; Ay = Aim Ay untuk setiap pasangan indeks.

2.2. Determinan Matriks

Definisi 2.7. [3] Misalkan M = [m;;] adalah matriks berukuran n x n. Fungsi de-
terminan dari M disimbolkan dengan det(M) atau | M | yang didefinisikan sebagai
berikut:

det(M> :| M |: Z Sg(a)m101m202 o Mipe, -
oES,
Teorema 2.8. [1] Jika M dan N adalah matriks bujur sangkar yang berukuran
sama, maka

det(MN) = det(M) det(N).

Teorema 2.9. [3] Untuk setiap matriks M berukuran n x n dengan 1 < i,j < n
berlaku:

det(M) :| M |: Z?:l m”C’Z = Z;‘Lzl mij(—l)i‘”'j det(M(i | j))
ekspansi kofaktor/Laplace sepanjang baris i.
det(M) =| M |= 320 mi;Cij = 325y maj(=1)""7 det(M (i | 7))
ekspansi kofaktor/Laplace sepanjang kolom j.
Teorema 2.10. [1] Jika M adalah matriks segitiga berukuran n x n (segitiga bawah

dan segitiga atas) maka det(M) adalah hasil kali dari entri pada diagonal utama
matriks, yaitu

det(M) =M11M22 " Mpnp-
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2.3. Induksi Matematika

Salah satu metode yang dapat digunakan dalam pembuktian suatu pernyataan
matematika adalah induksi matematika. Induksi matematika terdiri dari dua
langkah, yaitu:

(i) langkah basis: tunjukkan bahwa P(1) benar.
Langkah basis tidak selalu ditunjukkan bahwa P(1) benar. Jika suatu per-
nyataan P(n) tidak bisa ditunjukkan bahwa P(1) benar maka tunjukkan bahwa
P(2) benar, begitu seterusnya.

(ii) langkah induktif: tunjukkan bahwa jika P(k) benar maka P(k + 1) juga benar
untuk suatu bilangan positif k.

Untuk menyelesaikan langkah induktif pada induksi matematika, asumsikan bahwa
P(k) benar untuk bilangan bulat positif k£ dan tunjukkan bahwa P(k + 1) juga
benar. [6]

2.4. Faktorisasi QR

Misalkan M adalah matriks berukuran a x b yang kolom-kolomnya bebas linier.
Suatu faktorisasi QR pada M adalah suatu faktorisasi yang menjadikan M = QR,
dimana ) adalah matriks a x b yang memiliki kolom-kolom orthonormal dan R
adalah matriks segitiga atas berukuran b x b yang invertible.

3. Pembahasan

3.1. FEkspansi Laplace

A|B
Proposisi 3.1. [4] Misalkan M = [ ] adalah matriks blok dimana A adalah

O|D
matriks m X m dengan vektor-vektor kolom pada A bebas linier, D adalah matriks
n X n dengan vektor-vektor kolom pada D bebas linier, dan O adalah n X m matriks
nol, maka

det(M) = det(A) det(D).
Bukti. Pertama asumsikan matriks B adalah matriks nol. Perhatikan bahwa
AO| [AO]| |1, O
OD| |01I,||0 D|’
dimana I,, dan I,, adalah matriks identitas berukuran n xn dan m xm. Berdasarkan
Teorema 2.8 maka berlaku:

e ([o0]) = (o)) ([6 2])

(a) Akan ditunjukkan det ([g IO]> = det(A).
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L, O
O D

AO A O I, O
det [O D] = det [O In] det [O D]

(b) Akan ditunjukkan det <[ }) = det(D). Dengan demikian diperoleh

= det(A) det(D). (3.1)

Selanjutnya akan ditunjukkan untuk B bukan matriks nol. Karena A dan D meru-
pakan matriks kuadrat maka berdasarkan Definisi Faktorisasi QR

M_|:AB:|_{QARA B ]_{QA O:|{RAQ£B}
“loD| O QpRp| | O Qp||O Rp |’

Berdasarkan Persamaan (3.1) diperoleh

det [%A QOD] = det(Q4) det(Qp). (3.2)

Ra QLB

Karena R4 dan Rp merupakan matriks segitiga atas dan juga meru-

O Rp
pakan matriks segitiga atas, sehingga berdasarkan Teorema 2.10 berlaku:
T
det | P4 QaB| _ det(R4) det(Rp). (3.3)
O Rp

Dari Persamaan (3.2) dan (3.3) diperoleh

v a0 [12)
(5 &)= (5 %)

= (det(Qa) det(Qp)) (det(Ra) det(Rp))
= (det(Qa) det(R4)) (det(Qp) det(Rp))
=det(QaRa)det(QpRp)
= det(A) det(D).

= det

Dengan demikian terbukti bahwa det(M) = det(A) det(D). O

3.2. Komplemen Schur

Definisi 3.2. [5] Misalkan M merupakan matriks n x n dan akan diblok menjadi
matriks 2 X 2.
AB
=)
dimana A adalah matriks v x v, D adalah matriks n —r X n —r.
Jika A invertible maka komplemen Schur dari A adalah Sax = D — CA™1B.
Jika D invertible maka komplemen Schur dari D adalah Sp = A — BD1C.
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A B
CD
determinan dari matriks M adalah
B ABY\ [ det(A)det(D—CA™'B), jika A~ ada.
det(M) = det (C D) - {det(D) det(A — BD-1C) , jika D~ ada.

Teorema 3.3. [5] Jika M = [ } dan A,D merupakan matriks kuadrat maka

Teorema 3.4. [4] Misal M adalah matriks 2n x 2n dipartisi menjadi matriks blok

A B .
c D} . Asumsikan A, B,C, D

komutatif berpasangan, dan D invertible atau A invertible maka

| M |=| AD — BC'|.

A, B, C dan D yang berukuran n X n, yaitu M = [

Bukti.

1. Untuk D invertible, akan dibuktikan | M |=| AD — BC'| .
Karena D memiliki invers maka berdasarkan Teorema 3.3 , Teorema 2.8 , dan
Definisi 2.6 diperoleh

|M|=|D|.|A-BD'C|

=|AD-BD'CD|.
=|AD - BD'DC |
= | AD — BIC |
=|AD - BC|.

Dengan demikian terbukti bahwa | M |=| AD — BC'| .
2. Untuk A invertible, akan dibuktikan | M |=| AD — BC'| .
O

Mat,,(C) adalah himpunan semua matriks kompleks berukuran n x n pada
operasi penjumlahan dan perkalian.

Misalkan D(M) adalah determinan dari matriks M yang dipandang sebagai
matriks k x k dengan entri dalam Mat,,(C), dan | M | adalah determinan matriks
M yang entrinya berada dalam Matg,(C).

Teorema 3.5. [4] Misalkan
A Arg - Aug
Aoy Agg -+ Agg

A1 Agz - Agg
yang elemen-elemen A;; dalam Mat, (C) komutatif berpasangan. Maka berlaku
| M |=| DIM) |=] > res, 59(M) Arr (1) Azn(2) Asn(3) +* Akn(k) | -
Bukti. Dengan menggunakan Prinsip Induksi Matematika akan dibuktikan berlaku

| M |=| D(M) |=] > es, 59(m) Arr (1) Azn(2) Asn(3) +* Akn(k) | -
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(1) Akan ditunjukkan untuk k£ = 1 benar.

Karena M = [An] , maka

| M |=| A11 | = | s9(7m)A1x, | . Jadi untuk k& = 1 benar.
(2) Asumsikan untuk £ =r — 1 benar.

An Az 0 Aoy
o An Azg oo Agrony
Berarti jika M = . . ) . maka
A1 Ag—n2 - Ap—1)(r—1)

| M |=| D(M) |=| Zwespl 59(m) ArryA2r2)Asr(s) - Ar—in(r—1) | -

(3) Akan ditunjukkan untuk k = r benar.

Agp Agg - Ay
Agy Agg -+ Agy
Berarti M = . . o,
A'r‘l Ar2 e Arr
selanjutnya dilakukan Operasi Baris Elementer pada matriks M.
A Aqz e Ay

O —AxAig+ AxpAir -+ —AnAir + A Anr .

sehingga diperoleh

0 _Ar1A12 + Ar2A11 o _ArlAlr + ArrAll
Partisi M* dengan memasukkan garis horizontal antara baris 1 dan 2, dan
memasukkan garis vertikal pada kolom 1 dan 2. Sehingga diperoleh
(A | Arz e Ayr
O | A1 A1z + Ao Ary -+ — A1 Ay + Ao A

M* =

L @ _Ar1A12 + AT2A11 U _ArlAlr + ArrAll
. -All *
=o' » (3.4)

Selanjutnya matriks M* akan difaktorisasikan kedalam bentuk perkalian
berikut:

I O---01TI O --- O
Ay I ---0| |OAy; - O
M* = . . .| M. (3.5)

—A,0---T]l0 O - Ay
Berdasarkan persamaan (3.4) dan (3.5) diperoleh persamaan berikut:

I O---O01T7TI O --- O
R S P
oo T Do 0 N
A, O0---I| O O - Ay
dimana N adalah matriks (r — 1) x (r — 1). Masing-masing matriks tersebut
dinotasikan kedalam simbol yang ditulis sebagai
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PQM = R.
Berdasarkan Teorema 2.8 dan Proposisi 3.1 diperoleh
D(PQM) = D(P)D(Q)D(M) = Ajy ' D(M) dan D(R) = A1 D(N).
Akibatnya diperoleh
ATTID(M) = AjD(N).
Karena r — 1 benar, maka pada matriks N berlaku
| D(N) |=| N | .
Dengan demikian diperoleh
| Au [T D(M) | = | An || D(N) |
=[An[[N]
=R
=[Pl M]|
=[Au " M.

Sehingga ketika | A1 |# 0 dapat dibagi kedua sisi dengan | A;; |["~1 . Oleh karena
itu terbukti bahwa

‘ M |:| D(M) |:| Z‘nesr Sg(ﬂ-)Alﬂ'(l)AQﬂ(Q)Agﬂ'(3) T Ar‘n’(r) | .

Karena k = r maka terbukti benar
| M |=| D(M) |=| >, cs, $9(m) Arr(1)A2n(2) Asn(3) - Akn() | - O

4. Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan dalam penelitian ini, dapat ditarik kesimpulan yaitu:

(1) Untuk M = [g IB;} , dimana A, D adalah matriks bujur sangkar dan O adalah

matriks nol, berlaku:
det(M) = det(A) det(D).

AB
CD
yang komutatif berpasangan, berlaku:

| M |=| AD — BC'| .

All A12 e Alk
A21 A22 e A2k

(2) Untuk M = [ } , dengan A, B,C dan D adalah matriks berukuran n x n

(3) Untuk M =
At A -+ Agg,
yang elemen-elemen A;; dalam Mat, (C) komutatif berpasangan, berlaku

| M |=| D(M) |=| > res, 59(m) Arr(1) Azn(2) Asn(3) * * Akr() | -
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